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ВВЕДЕНИЕ 

В исследованиях по обоснованию математики основное вни¬ 
мание уделяется разработке способов, позволяющих установитъ 
истинность^и общность исходных посылок математических тео¬ 
рий, в этой связи способствовать развитию содержания и при¬ 
ложений математики и совершенствовать методы доказа¬ 
тельств. . 

Эти исследования имеют два тесно Связанных аспекта:' фило¬ 
софский и математический К 

К числу философских проблем обоснования математики от¬ 
носятся в первую очередь следующие вопросы: что изучает ма¬ 
тематика, под влиянием каких причин и согласно каким законам 
она развивается; каков критерий истинности математических 
теорий, какова природа способов обоснования математики и т. п. 
Такие проблемы могут рассматриваться также и в отношений 
механики, физики и других наук. 

Исследования, относящиеся к математическому аспекту работ 
по обоснованию математики, связаны с понятиями и методами, 
специфическими для математики, не встречающимися, как пра¬ 
вило, в других науках. Они крайне разнообразны. Для препода¬ 
вателей математики в. этих исследованиях наибольший интерес 
представляют три направления: 

1. Аксиоматический метод, его роль в математике и границы 

его применимости. ■ > * . 

2. Конструктивные методы математики (в первунЬ очередь 
теория алгоритмов). 

3. Математическая логика (преимущественно как теория ма-. 
тематического доказательства) *. 

Изучение вопросов обоснования математики берет начало от 
исследований древнегреческих ученых, когда математика стала 

1 Иногда наименование «вопросы обоснования математики» заменяют 

другим: «вопросы философии математики». По двум соображениям первое 
наименование предпочтительнее. Самостоятельной философии математики нет- 
можно только говорить о разработке вопросов обоснования математики при 
помощи философии. Второе название дает повод думать, будто вопросы обос¬ 
нования математики полностью сводятся к рассмотрению ее философских 
вопросов, что, однако, неверно. т 

2 См. А. Мостовскнй, Современное состояние Доследований по ос¬ 
нованиям математики, «Успехи математических наук», т. IX, вып. 3(61), 1954 
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разрабатываться как научная система. В дальнейшем 
вопросы обоснования математики, как правило, привлекали осо¬ 
бое внимание исследователей в периоды ее интенсивного роста,, 
в связи с чем перерабатывались и совершенствовалисЬ' бсновные 
принципы, приемы доказательств и методы развития содержания 
различных математических теорий. В эти периоды развитие Ма¬ 
тематики обычно* тесно связывается с философией. 

Исследования по основаниям, математики приобрели особую 
остроту и размах в конце прошлого века. В это время получили 
развитие новые математические дисциплины, настолько абстрак¬ 
тные, что, как казалось, их связь с реальный миром была 
цочти эфемерной. В теории множеств, интенсивно ^развивавшейся 
и игравшей роль фундамента таких дисциплин, были обнаруже¬ 
ны сложные парадоксы, поставившие под сомнение приложи¬ 
мость в математике одного из основных законов логики — зако- - 
На исключенного третьего. Наряду с этим были выдвинуты 
проблемы, не разрешимые обычными средствами теории мно¬ 
жеств (гипотеза континуума, аксиома Цермело и др.). 

В конце XIX и начале XX вв. различные идеалистические 
«школы» в математике, по классовым корням обязанные своим 
существованием влиянию на математиков реакционной идеали¬ 
стической философии империализма, запутали и обострили этй 
трудности роста математики, мешали их преодолению. След¬ 
ствием явился кризис основ математики конца XIX и первой че¬ 
тверти XX вв. 

За последние, примерно, двадцать лет в разработке вопросов 
обоснования математики «получены многие фундаментальные 
результаты. Работы советских математиков, логиков и историков 
математики преодолели во многом явления кризиса основ ма¬ 
тематики, подтвердили правильность диалектико-материалисти¬ 
ческого подхода к решению философских и специальных вопро¬ 
сов обоснования математики. Подтвердили это и новые результа¬ 
ты, полученные за последние десятилетия некоторыми математи¬ 
ками и дбгиками других стран. 

Разработка вопросов обоснования математики продолжается 
и в наше время, но на существенно новой основе и новых путйх. 
Как и раньше, она развертывается в связи с борьбой материа¬ 
лизма с идеализмом и диалектики с метафизикой по истолкова¬ 
нию и решению этих вопросов. 

В «Очерках» мы старались осветить борьбу материализма с 
идеализмом и диалектики с метафизикой по указанным выше 
философским и специальным вопросам обоснования математики, 
показать ложность и реакционность их идеалистического и мета¬ 
физического истолкования и в этой связи кратко описать их на-, 
учное диалектико-материалистическое решение. 

Для преподавателей математики нашей школы изучение во¬ 
просов обоснования их науки — разработанных или разрабаты¬ 
ваемых с точки зрения диалектического материализма — может 



быть полезным с различных точек зрения. Отметим в этой связи 
только основное. 

Преподаватели математики должны способствовать коммуни¬ 
стическому воспитанию учащихся — формированию у них 
марксистско-ленинского мировоззрения, воспитанию советского 
патриотизма, выработке боли и характера. Решая -эту благород¬ 
ную задачу на уроках и во время внеклассных занятий, препо¬ 
даватели математики несомненно достигнут лучших результатов 
если сами будут владеть (или овладевать) диалектико-материа¬ 
листическим толкованием предмета и закономерностей развития 
математики. Последнее, впрочем, предполагает, что преподавате¬ 
ли математики владеют (или овладевают) и основными фактами 
истории математики. 

В нашей средней школе систематически проводится большая 
работа по повышению качества преподавания математики что 
существенно для улучшения освоения учащимися основ матема¬ 
тики и других наук. В этом направлении преподаватели матема¬ 
тики также могут достигнуть лучших результатов, если будут 
разбираться в сущности и границах методов математики, ясно 
представлять различные способы доказательств и т. п. 

Качество преподавания математики улучшается если препо¬ 
даватель любит свою науку, глубоко понимает ее предмет ме¬ 
тоды и законы развития'. Но глубина понимания математики 
как живои развивающейся науки, как метода изучения и поко-’ 
рения природы человеком, в большой мере зависит от изучения 
истории и вопросов ее обоснования с позиций диалектического 
материализма. , 

Короче говоря, изучение вопросов обоснования математики с 
позиции диалектического материализма может помочь препода¬ 
вателям математики лучше решать воспитательные и образова¬ 
тельные задачи нашей школы. Таким образом, цель «Очер¬ 
ков» помочь нашим преподавателям математики начать изуче¬ 
ние основных и полезных для практики школы вопросов обосно¬ 
вания математики, разработанных и разрабатываемых с позиций 
диалектического материализма. 


ост^изда" а м. И Т954 А стр.' ^ 0ЛМ0Г0 Р 0В ' О профессии математика, изд. 2, 



Часть первая 


ФИЛОСОФСКИЕ ВОПРОСЫ ОБОСНОВАНИЯ 
МАТЕМАТИКИ 

Глава первая 

МАТЕМАТИКА И МАТЕРИАЛЬНАЯ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОСТЬ 

§ 1. Вопрос об отношении математики к материальной 
действительности как основной философский вопрос математики 

Подобно тому как вопрос об отношении мышления к бытию 
является основным в философии, так и вопрос об отношении ма¬ 
тематики к реальному миру является основным философским во¬ 
просом математики. Только ответив на вопросы о происхождении 
и содержании математических понятий и теорий, можно ставить 
и разрабатывать остальные вопросы обоснования математики, 
так как толкование этих вопросов, особенно философских, суще¬ 
ственно зависит от того, истолковываются ли математические по¬ 
нятия и утверждения как отражение свойств объектов и процес¬ 
сов реального -мира или они трактуются как продукт совершенно 
свободного имманентного творчества мышления. 

Еще древнегреческие философы дали два диаметрально про¬ 
тивоположных истолкования вопроса об отношении математики 
к реальному миру. Аристотель утверждал, что математические 
понятия являются абстракциями от реальных вещей. Платон, на¬ 
против, считал, что математические понятия находятся между ми¬ 
ром чувственных вещей и миром идеи и являются слабыми теня¬ 
ми последних. В дальнейшем взгляды Аристотеля и Платона не¬ 
однократно подвергались обсуждению. Но, как ни подходили фи¬ 
лософы и ученые к решению основного философского вопроса ма¬ 
тематики, конечным результатом их исследований были следую¬ 
щие заключения. Материалисты доказывали, что понятия и зако¬ 
ны математики являются копиями, отражениями, полученными в 
результате абстрагирования от реальных вещей . и их свойств. 
Для субъективных идеалистов основные понятия й законы мате- 



матики являются продуктами свободного творчества мышления, 
удобными символами; для объективных идеалистов — они само¬ 
стоятельные сущности, существующие независимо от мира реаль¬ 
ных вещей и т. п. 

В течение столетий представители материалистического и иде¬ 
алистического толкования математики и вопросов- ее обоснова¬ 
ния вели борьбу, порой крайне ожесточенную. Но где и как бы 
ни развертывалась эта борьба, она всегда концентрировалась око¬ 
ло вопроса об отношении математики к материальной действи¬ 
тельности. 

Какое же толкование этого вопроса — материалистическое 
или идеалистическое — является правильным? Только материа¬ 
листическое решение вопроса об отношении математики к реаль¬ 
ной действительности правильно, идеалистическое же 
ошибочно, ложно. 

Методы математики способствуют механике, астрономии, фи¬ 
зике и другим наукам проникать в сущность законов природы и 
более чем часто предугадать то, что еще оставалось за границами 
знания. 

Законы механики и методы математики помогли Леверье и 
Адамсу (XIX в.), а потом и Ловеллу (XX в.) теоретически уста- 
новить существование двух новых, расположенных за Сатурном, 
планет Нептуна и Плутона, после чего их существование было 
подтверждено астрономическими наблюдениями. Методы матема¬ 
тической физики привели Максвелла к заключению о наличии 
давления света, после чего Лебедев подтвердил прогноз Максвел¬ 
ла рядом точных экспериментов. Известно, например, что учение 
о различных видах геометрических пространств (афинном, ко- 
нечо-мерных метрических пространствах, гильбертовом простран¬ 
стве) находит применение в электродинамике и теоретической 
электротехнике. 

Без .математики техника развиваться не может. Акад. А. Н. 
Крылов говорил, что для каждого инженера математика — «это 
есть средство, это есть инструмент, такой же, как штангель, зу¬ 
било, ручник, напильник для слесаря или полусаженок, топор и 
пила для плотника» 1 2 . Методы современной математики помогают 
рассчитывать сверхскоростные самолеты, двигать вперед радио¬ 
технику, овладевать великой силой природы — внутриатомной 
энергией. 

Могла бы математика быть действенным орудием разви¬ 
тия производства и других наук, если бы ее понятия и законы не 

1 В дальнейшем при рассмотрении вопросов обоснования математики мы 
чаще всего противопоставляем материалистическое их толкование субъективно¬ 
идеалистическому. Причина в том, что благодаря особенностям современной 
математики (речь о них дальше) в Америке, на Западе и в дореволюционной 
России субъективно-идеалистическое истолкование вопросов обоснования ма¬ 
тематики, в сравнении с точкой зрения объективного идеализма, получило 
значительный перевес. 

2 А. Н. Крылов, Мои воспоминания, изд. АН СССР, 1945, стр. 363. 
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были бы отражениями свойств объектов и процессов реального 
мира? Нет, не могла- бы! Этот неоспоримый факт превосходно 
учитывали все сторонники материалистического мирордццмания 
и неоднократно ссылались на него во время борьбы против идеа- - 
диетического толкования предмета математики. Еще Аристотель 
задавал идеалистам вопрос: «Если в явлениях чувственного ми¬ 
ра не находится вовсе математическое, то каким образом возмо¬ 
жно, что к ним прилагаются его свойства?» 1 

Если принять, что субъективно-идеалистическое толкование 
причин развития математики верно, то чем объяснить, что в За¬ 
падной Европе до XVII в. ученые почти не интересовались ко¬ 
ническими сечениями и инфинитезимальными методами, хотя 
всем этим с успехом занимались древние греки? Чем, далее, объ¬ 
яснить, что в XVII в. эти вопросы привлекли внимание западно¬ 
европейских ученых, следствием чего явилось развитие аналити¬ 
ческой геометрии и анализа бесконечно малых? Усталостью или 
инертностью творческой способности ученых эпохи феодализм^ 
в Западной Европе? Но и это ничего не объясняет, так как оста¬ 
ется не выясненным, почему «свободное» мышление математиков 
«устало» после заката древнегреческой культуры и начало актив¬ 
но работать в эпоху Возрождения. При этом мы обходим тот 
факт, что при феодализме «усталость» мышления ученых была 
неравномерной. В Западной Европе до XIII в. о достижениях 
древних в области точных наук почти не вспоминали. В Средней 
Азии в IX—XV вв. активное и плодотворное творчество предста¬ 
вителей точных наук достигло широкого размаха 2 . 

Значит, если бы субъективные идеалисты были правы, то не¬ 
обходимо было бы признать, что история математики, как и исто¬ 
рия науки в целом, не есть закономерный процесс. Надо было 
бы признать, что развитие математики есть цепь случайно сле¬ 
дующих друг за другом открытий, последовательность и терри¬ 
ториальное распределение которых никто и никогда предвидеть 
не в состоянии. Но даже склонные к идеализму математики ка¬ 
питалистических стран редко решаются согласиться с этим за¬ 
ключением; слишком много фактов, его опровергающих. Основ¬ 
ным здесь является плановое развитие математики в СССР. 

Таким образом, в основах идеалистическое тол¬ 
кование предмета и закономерностей разви¬ 
тия математики является неправильным, -ан¬ 
тинаучным. 


1 Аристотель, Метафизика, Соцэкгиз, 1934, стр. 15 и 245. 

2 См. А. П. Юшкевич, О математике народов Средней Азии в IX— 
XV вв. «Историко-математические исследования», вып. IV, М.—Л., 1951; 
Т. Н. Кары-Ниязов, Астрономическая школа Улугбека, изд. АН СССР, 
1950; «Историко-математические исследования», вып. VI и VII. В этих 
выпусках опубликованы исследования Омара Хайяма и Джемшида 1 иясэддииа 
Каши. 
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Естественно возникает вопрос: почему во многих капиталисти¬ 
ческих странах и в наше время имеются философы и математики, 
которые отстаивают идеалистическое толкование предмета и за¬ 
кономерностей развития математики? Разве они не видят, что 
многовековая история математики, особенно развитие математи¬ 
ки в нашей стране, полностью опровергают их взгляды? 

Ответ на этот вопрос надо искать в первую очередь не внутри, 
а вне математики — в современных социально-экономических 
условиях ее развития в капиталистических странах. 

Многие философы и некоторые математики капиталистических 
стран стоят на позициях реакционной идеалистической филосо- 
фии. Последняя видит свою главную цель в борьбе против марк- 
сизма-ленинизма, в защите господства капитала. Чтобы отстоять 
исходные принципы своей философий, сделать их более наукооб¬ 
разными, а значит, и более действенными в достижении этой 
главной цели, эти идеалисты и математики вопреки фактам пы¬ 
таются доказать, что математика является продуктом совершенно 
свободного творчества мышления, что она ничего не отражает в 
действительном мире и т. д., и т. п. 

Классики марксизма-ленинизма указывали, что для преодоле¬ 
ния идеализма недостаточно вскрыть его классовые корни и по¬ 
казать его ложность. Идеализм имеет не только классовые, но 
и гносеологические корни, имеющие положи¬ 
тельное содержание, которое он абсолютизи¬ 
рует, извращает. 

«Философский идеализм,— писал В. И. Ленин,— есть только 
чепуха с точки зрения материализма грубого, простого, метафи¬ 
зического. Наоборот, с точки зрения диалектического материализ¬ 
ма философский идеализм есть одностороннее, преувеличенное 
иЪегзсшѵеп^ПсЬез (Оіеіг^еп) развитие (раздувание, распухание) 
одной из черточек, сторон, граней познания в абсолют, оторван¬ 
ный от материи, от природы, обожествленный... 

Познание человека не есть (гезресііѵе не идет по) прямая 
линия, а кривая линия,^ бесконечно приближающаяся к ряду кру¬ 
гов, к спирали. Любой отрывок, обломок, кусочек этой кривой 
линии может быть превращен (односторонне превращен) в само¬ 
стоятельную, целую, прямую линию, -которая (если за деревьями 
не видеть леса) ведет тогда в болото, в поповщину (где ее з а- 
крепл^яет классовый интерес господствующих классов). Пря¬ 
молинейность и односторонность, деревянность и окостенелость 
субъективизм и субъективная слепота, ѵоііа гносеологические 
корни идеализма...» 

Руководствуясь ленинским анализом гносеологических корней 
идеализма, необходимо обратиться к научному, т. е. диалектико¬ 
материалистическому анализу реальных закономерностей разви¬ 
тия математики, установить предмет ее исследований (в его исто- • 


1 В. И. Ленин. Философские тетради, Госполитиздат, 1947, стр. 330. 
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рическом расширении и углублении), показать, какие стороны 
математического позйания идеализм возводит в абсолют, отор¬ 
ванный от природы, от практической деятельности людей,-и тем 
самым преодолеть идеалистическое и, добавим, метафизическое 
истолкование предмета и закономерностей развития математики. 
Естественно, что такое исследование поможет дать и более глу¬ 
бокий анализ классовых корней идеалистического истолкования 
математики. 

Идти по указанному В. И. Лениным пути необходимо еще и 
по другой причине. Многие идеалисты утверждают, будто зако¬ 
номерности развития математики принципиально отличны от за¬ 
конов развития других наук о природе, что, как мы увидим, со¬ 
вершенно неверно. 

§ 2. Условия и источники возникновения исходны? понятий 
математики 

Научное, диалектико-материалистическое объяснение возник¬ 
новения исходных понятий математики впервые наметил Ф. Эн¬ 
гельс во время полемики с Дюрингом. 

Дюринг отстаивал субъективно-идеалистическое толкование 
сущности математического познания. Он утверждал, что якобы 
созданные чистым мышлением понятия числа и геометрической 
фигуры составляют достаточный фундамент для чисто логическо¬ 
го развития математики, благодаря чему она может развиваться 
вне зависимости от практической деятельности людей и имеет 
значимость, не зависящую от реального мира. 

Утверждение Дюринга в части возникновения понятия числа 
не отличалось новизной; и до Дюринга многие идеалисты при¬ 
держивались субъективно-идеалистического толкования проис¬ 
хождения понятия числа. Воинствующий теолог епископ Беркли 
считал натуральные числа знаками, метками, которые бог дал 
людям, чтобы они правильно распоряжались вещами. Кант по¬ 
лагал, что понятие натурального числа — врожденное понятие 
(понятие аргіогі), которым люди владеют до всякого опыта. 

Так же по сути трактовали происхождение натурального чис¬ 
ла и математики, идущие вслед за идеалистами. Дедекинд считал 
его независимым от представлений и воззрений на пространство 
и время и трактовал как результат совершенно свободного твор¬ 
чества человеческого духа, с помощью которого легче и яснее по¬ 
стигаются различия вещей. Характерно утверждение Кронекера: 
целые числа создал господь бог, все остальное — дело рук чело¬ 
веческих. • 

Такого рода утверждения можно встретить и в наше время в 
работах некоторых философов и математиков Америки и других 
капиталистических стран *. 

__ і 

1 Читатель может найти указания на эти работы в «Реферативном жур¬ 
нале (математика)», который издается АН СССР с 1953 г. 
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Что касается понятий величины и геометрической фигуры, 
то тут склонные к идеализму математики нередко «отставали» от 
своих идейных руководителей — философов-идеалистов. Объяс¬ 
няется это тем, что история установила много фактов, неопровер¬ 
жимо показывающих эмпирическое происхождение этих понятий. 

В «Диалектике природы» Ф. Энгельс указывал,.что труд есть 
«первое основное условие всей человеческой жизни, и притом в 
такой степени, что мы в известном смысле должны сказать: труд 
создал самого человека» '. Смысл последнего утверждения Эн¬ 
гельса станет совершенно ясным, если учесть его же неоднократ¬ 
ные указания на определяющую роль труда в процессе развития 
человеческого мышления. Так, в той же «Диалектике природы» 
Энгельс подчеркнул, что «существеннейшей и ближайшей основой 
человеческого мышления является как раз изменение природы 
человеком, а не одна природа как таковая, и разум человека 
развивался соответственно тому, как человек научался изменять 
природу» 2 . 

Энгельс указал, что исторически исходные понятия матема¬ 
тики—понятия натурального числа, величины и геометрической 
фигуры — абстрагированы людьми исключительно из действи¬ 
тельного мира, в связи с практическими потребностями людей, а 
не возникли в голове из чистого мышления. Пальцы рук и ног, 
камешки, на которых люди учились считать, предметы, формы 
которых сравнивали, участки земли, плошади которых измеря¬ 
ли — вот часть тех реальных вещей, которые помогли людям вы¬ 
работать понятие о натуральном числе, величине и геометриче¬ 
ской фигуре. Все эти вещи — их число, форму, объем, площадь 
и т< п - люди изучали, решая задачи, возникавшие неоднократ¬ 
но в их практической деятельности. 

Энгельс указал еще на один важный факт, показывающий не¬ 
состоятельность субъективно-идеалистического толкования проис¬ 
хождения понятия натурального числа. Исторически развитие по¬ 
нятия натурального числа связано с разработкой и усовершен¬ 
ствованием способов счета. Но для счета необходимо существо¬ 
вание раздельных, не соединяющихся и не раскалывающихся во 
время их подсчета предметов. Кроме того, надо уметь отличать 
пересчитываемые предметы от других предметов, отличать их друг 
от друга, отвлекаться от всех их сйойств и уметь устанавливать 
взаимно однозначное соответствие между элементами различных 
групп предметов. Но эти способности не врождены и не привне¬ 
сены в человеческое сознание; они — продукт многовекового раз¬ 
вития мышления людей, обусловленного их практической деятель¬ 
ностью. Современному культурному человеку законы натураль¬ 
ных чисел кажутся совершенно очевидными. Напротив, людям, 
стоящим на первых ступенях культуры, эти законы трудно разъ¬ 
яснить. Все эти факты также показывают, что понятие натураль¬ 
но. Энгельс, Диалектика природы, Госполитиздат, 1955, стр. 132 

2 Т ам же, стр. 183. 



ного чйсла не врожденно и не продукт свободного творчества мы¬ 
шления 

Правильность взглядов Энгельса на происхождение^_пфнятий 
натурального числа, величины и геометрической фигуры пбдтвер- 
дили многочисленные исследования по истории математики, раз¬ 
вернувшиеся преимущественно в текущем столетии. 

Как ни различны взгляды Беркли, Канта, Дедекинда, Кроне- 
кера и других на происхождение и сущность понятия натураль¬ 
ного числа, все они согласны в том, что якобы люди сперва 
получили (или имели, или развили) понятие натурального числа, 
а потом при его помощи стали пересчитывать различные груп¬ 
пы предметов. В противоположность этому научная история по¬ 
казывает, что люди разработали примитивные способы счета за¬ 
долго до того, как им удалось развить представления о доста¬ 
точном для их практики запасе^ натуральных чисел. История по¬ 
казывает, что развитие понятия натурального числа сначала шло 
вслед за развитием и усовершенствованием примитивных спосо¬ 
бов счета, а потом стало орудием счета, когда культура многих 
народов достигла сравнительно высокого уровня 1 2 . 

На начальной стадии развития люди считали зрительно, на 
глаз, воспринимая всю группу пересчитываемых объектов так, что 
в представлении, получаемом от этой группы, заключалась и ха¬ 
рактеристика количества объектов группы. Иначе говоря, люди 
воспринимали численность, как одно из свойств совокупности 
предметов наряду с другими их свойствами: формой, цветом, за¬ 
пахом и т. п. Таким примитивнейшим способом люди устанавли¬ 
вали количественный состав только тех групп предметов, с кото¬ 
рыми они неоднократно имели дело в повседневной жизни (на¬ 
пример, свора собак охотника). Названия числительных если и 
были, то чаще всего ограничивались наименованиями для «один» 
и «два». 

Зрительный счет мог удовлетворять практические нужды лю¬ 
дей, когда ойи жили отдельными, изолированными друг от друга 
племенами, а уровень хозяйства каждого племени был крайне 
низким. Счет на глаз оказался недостаточным, когда появилась 
потребность не только определять для себя количественный со¬ 
став некоторых групп- предметов, но и уметь сообщать о их чи¬ 
сленности другим людям. Это случилось, когда стали налажи¬ 
ваться экономические отношения (обмен между племенами и от¬ 
дельными людьми). В связи с этим получил развитие моторно¬ 
зрительный счет — счет при помощи частей тела, палочек, узлов 
на веревке и т. п. Здесь уже использовалась идея взаимно одно¬ 
значного соответствия, но бессознательным образом. Понятия о 


1 См. по этому вопросу Ф. Энгельс, Анти-Дюринг, 1953. стр 36—37. 

2 См. И. Г. Башмакова и А. П. Юшкевич, Происхождение сис¬ 
тем счисления. «Энциклопедия элементарной математики», т. I, Гостехиздат, 
М.—Л., 1951; Э. Тейлор, Первобытная культура, Соцэкгиз, гл. XI, 1939; 
Леви-Брюлль, Первобытное мышление, гл. V, изд. «Атеист», 1930. 
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числе еще не было, но имелась констатация равночисленное™. 
Число выступало в форме «особого» множества — частей тела 
и т. п. Моторно-зрительный счет помогал людям изображать 
числа при помощи такого особого множества. 

Образование самостоятельных государств, расширение и ус¬ 
ложнение форм обмена, введение мер веса и денег и, наконец, 
появление письменности вызвали к жизни поразрядные систе- 
мы счисления. К числу поразрядных систем, развивавшихся у 
разных народов в разное время, относятся египетская *, грече¬ 
ская, славянская (возникла в X в. н. э.), грузинская, армянская 
и др. Здесь уже налицо абстрактное понятие числа, развитый ап¬ 
парат их изображения и, главное, возможность с достаточной 
быстротой и легкостью производить операции сложения и вычис¬ 
ления. 

Только на этом этапе развития систем ейиеления отвлеченное 
понятие числа становится тем орудием счета, каким в принципе 
оно является и в наше время. 

При помощи поразрядных систем счисления трудно произ¬ 
водить умножение и деление достаточно больших натуральных 
чисел. По-видимому, благодаря этому многие народы с давних 
пор применяли счетные доски (абак), или предпринимали не без¬ 
успешные попытки свести умножение и деление натуральных чи¬ 
сел к их сложению и вычитанию (например, процесс удвоения у 
древних египтян 1 2 ). Такого рода частичные улучшения пораз¬ 
рядных систем не могли полностью преодолеть связанные с ни¬ 
ми трудности, и это обстоятельство явилось основным стимулом 
перехода к более совершенным позиционным системам, при по¬ 
мощи которых в принципе сравнительно легко и быстро осуще¬ 
ствимы все четыре арифметических действия. 

История знает три народа, которые в разное время и незави¬ 
симо друг от друга разработали позиционные системы счисления. 
Более чем за две тысячи лет до нашего летосчисления вавило¬ 
няне (жившие в долине рек Тигра и Евфрата) развили и с успе¬ 
хом использовали шестидесятеричную позиционную систему счи¬ 
сления. В начале нашего летосчисления индейцы племени майя 
(обитавшие на полуострове Юкатан в центральной Америке) раз¬ 
работали и применяли для календарных расчетов двадцатерич- 
ную позиционную систему счисления. Наконец, в V—IX Фв. на¬ 
шего летосчисления в Индии получила развитие и завоевала 
господствующее положение позиционная десятичная система 
счисления. 

В двух последних системах счисления были особые знаки для 
нуля. Вавилоняне ввели обозначение нуля сравнительно поздно; 
кроме того, они никогда не ставили нуль в конце обозначения 


1 См. М. Я. Выгодский, Арифметика и алгебра в древнем мире, гл 1. 

§ 1, 2, ГТТИ, М.-Л., 1940. , Н г . • , 

2 Т а м ж е, гл. 1, § 3. 
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числа. Благодаря этому в десятичной и двадцатеричной си¬ 
стемах счисления индийцев и индийцев племени 'майя один чи¬ 
словой знак обозначай одно и только одно натуральное число. 
У вавилонян, напротив, он мог обозначать различные*-'числа *. 
В связи с этим вавилонскую систему ^числения принято называть 
не абсолютной. Этот недостаток вавилонской системы счислеция 
был устранен народами Средней Азии, которые использовали ее 
в различных расчетах с включенным в нее знаком нуля 2 . 

Десятичная позиционная система счисления смогла удовле¬ 
творить самые разнообразные запросы практики людей, так или 
иначе связанные с необходимостью производить достаточно бы¬ 
стро четыре арифметических действия над любыми натуральными 
числами; - это обстоятельство и обеспечило ей распространение по 
всему земному шару. Однако потребовалось немало столетий, 
чтобы большинство народов земного шара оценили десятичную 
позиционную систему счисления по достоинству и ввели ее в по¬ 
вседневный обиход. 

Итак, история показывает, что понятие натурального числа 
было развито многими народами в течение тысячелетий в связи 
с запросами жизни людей, предъявлявшими все возрастающие 
требования к технике счета предметов. Понятие натурального 
числа явилось результатом абстрагирования некоторых свойств 
групп объектов и поэтому, обратно, могло использоваться как 
орудие счета. 

'Еще более^ очевидно эмпирическое происхождение понятия 
геометрической фигуры и понятия величины. 

Слово «геометрия» — греческое слово и означает «землеме¬ 
рие». Это ясно показывает, что начальные достижения геометрии 
были во многом обусловлены запросами сельского хозяйства. 
Древнегреческий ученый Евдем Родосский (IV в. до нашего ле¬ 
тосчисления) писал: «геометрия была открыта египтянами и 
возникла при измерении земли. Это измерение было им необхо¬ 
димо вследствие разлива реки Нила, постоянно смывавшего гра¬ 
ницы. Нет ничего удивительного в том, что эта наука, как и дру¬ 
гие, возникла из потребностей человека. Всякое возникающее 
знание из несовершенного состояния переходит в совершенное. 
Зарождаясь путем чувственного восприятия, оно постепенно 
становится предметом нашего рассмотрения и, наконец, делается 
достоянием разума». 

Конечно, основные геометрические понятия возникали у людей 
я в других странах и не только благодаря измерению участков 

1 У вавилонян^единица обозначалась знаком ѵ. Число 60 (в шестидесяте- 
ричнои позиционной системе число следующего разряда) обозначалось этим 
же знаком, только больших размеров. Знак Ѵѵ мог обозначать число 61 
« 02 ^?' СП П0 ^Г‘?Д обозначения для нуля не было, знак Ѵѵ мог обозначать чис¬ 
ла оі) +60, 60 +60 и т. п. Вавилоняне понимали обозначение чисел однозначно 
благодаря содержанию задач, при решении которых применялись числовые знаки, 
ѵѵ ,, А "■ Юшкевич, О математике народов Средней Азии в IX— 

лѵ вв. «Историко-математические исследования», вып. IV, М.—Л., 1951. 
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земли; этому способствовали измерения объемов и поБерхностей 
тел при земляных и строительных работах и і г. п Так например, 
в работе «Математика в девяти отделах», обработанной во I _ 
до н. э. китайским ученым Чжан Цаном по неизвестным, более 
ранним источникам, рассматриваются примеры на а ИВ ^кГт Лі — 
щадей треугольника, трапеции, круга, вычисляются объемы тел 
усеченной пирамиды с квадратным основанием, Усечшшого ^ 
лого конуса, а также каналов и насыпей простых форм. Послед 
ние задачи рассматривались благодаря гидротехническим рабо¬ 
там более чем важными для экономики Китая . 

В природе почти не существуют тела, имеющие правильные 
геометрические формы. Огораживая участки земли, изготовляя 
гладкие доски, различные сосуды, вырывая рвы, строя здания, 
укрепления и т. п., т. е, изготовляя предметы достаточно правилъ- 
ной формы, люди сопоставляли их и находили в них общ 
форму отвлеченную от качественных особенностей сравнивае¬ 
мых тел. Так в трудовой деятельности в течение многих тысяче¬ 
летий. люди разрабатывали понятия о прямой, плоскости, пря¬ 
моугольнике, окружности, кубе и других простейших геометри¬ 
ческих фигурах. . . 

- В процессе труда люди сравнивали размеры различных фи¬ 
гур и благодаря этому разработали понятия длины, площади и 
объема Основу процесса измерения, скажем расстояния, состав¬ 
ляли два объективных обстоятельства. «Когда мы говорим о 
расстоянии между двумя вещами, — писал К. Маркс, мы го¬ 
ворим об их различии в пространстве. Мы предполагаем, что обе 
они находятся в пространстве, обе представляют точки в про¬ 
странстве» 2 . После этого можно измерить расстояние, их разде¬ 
ляющее. Кроме того, основу измерения составляет возможность 
перемещать тела в пространстве без изменения их формы и раз- 

МРПОВ® 

Итак, понятие геометрической фигуры и понятие величины 
были развиты людьми в их трудовой деятельности как необходи¬ 
мый им результат абстрагирования форм и размеров твердых тел 
от других их свойств. 

Как видим, история науки подтверждает материалистическое 
толкование происхождения и сущности простейших понятий ма¬ 
тематики и понятий натурального числа, величины и геометриче¬ 
ской фигуры. 

' » См. статьи сборника «Из истории науки и техники Китая», изд. АН СССР, 

1955; Ф. Я. Н е с т е р у к, Водное хозяйство Китая; А. П. Юшкевич, 

О достижениях китайских ученых в области математики и другие статьи. 
Статья А П Юшкевича опубликована также в «Историко-математических 
исследованиях», вып. VIII, М.,'1955. Русский перевод «Математики в девяти раз¬ 
делах» с комментариями опубликован в десятом выпуске «Историко-матема- - 
тических исследований». . 10ЧА 

* К. Маркс, Теория прибавочной стоимости, т. Ш, изд. ч, іуоо, 

СТР ' з1 См7 то' этому вопросу А. Д. Александров, Геометрия, статья в 
БСЗ, т. 10, изд. 2. 
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§ 3. Основные причины развития и источники материала 
исследований математики- 

Развивая диалектико-материалистическое понимание истории, 
К. Маркс и Ф. Энгельс доказали, что наука, в том числе и мате¬ 
матика, не только возникла, но и развивается все время на опре¬ 
деленной материальной основе, которую она находит в практике 
Лодей, в их производственной деятельности, в классовой борьбе, 
в задачах других наук. 

«...всякий элемент вещественного богатства, — писал 
К. Маркс, — не находимый в природе в готовом виде, всегда дол¬ 
жен создаваться при посредстве специальной, целесообразной, 
производительной деятельности, приспособляющей различные 
вещества природы к определенным человеческим потребностям. 
Следовательно, труд как созидатель потребительных стоимостей, 
как полезный труд, есть не зависимое от всяких общественных 
форм условие существования людей, вечная, естественная необ¬ 
ходимость: без него не был бы возможен обмен веществ между 
человеком и природой, т. е. не была бы возможна сама челове¬ 
ческая жизнь» ’. 

В другом месте К. Маркс указал на роль знания в процессе 
труда в первую очередь в развитии техники. 

«Природа не строит машин, паровозов, железных дорог, элек¬ 
трических телеграфов, сельфакторов и т. д. 2 . Все это — продукты 
человеческой деятельности; природный материал, превращенный в 
органы власти человеческой воли над природой или в органы 
исполнения этой воли в природе. Все это — созданные че¬ 
ловеческой рукой органы человеческого моі- 
г а: овеществленная сила знания» 3 . 

Самым подвижным элементом производства являются произ¬ 
водительные силы, так как решающие изменения производства 
начинаются с усовершенствования и создания новых орудий тру¬ 
да. Развитие орудии труда расширяет область объектов и явле¬ 
ний природы, на которых распространяется активное воздействие 
людей. Это стимулирует развитие естествознания, так как внима¬ 
ние исследователей направляется на более широкую и более 
сложную область объектов и явлений реального мира. Создавая 
орудия труда, люди извлекают объекты природы из естественных 
условий их существования и ставят их в новые взаимоотношения, 
основой которых является действие определенных законов при¬ 
роды, ограниченных посторонними влияниями минимальным об¬ 
разом. Благодаря этому развитие производства, средств связи, 
сельского хозяйства и т. п.-не только направляет естествознание 
на новые пути развития, но и способствует ему изучать свойства 


1 К Маркс, Капитал, т. 1, 1951, стр. 49. 

2 Сельфактор — машина, используемая в текстильной промышленности. 

3 См. «Из неопубликованных рукописей К. Маркса, журнал «Большевик» 
1939. № 11—12. стр. 63. 
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и закономерности предметов и явлений природы в чистом, не¬ 
зависимом, неискаженном виде (т. е. освобожденном от заслоня¬ 
ющих их побочных процессов). 

п У ™ а я Решающую роль трудовой деятельности людей в 
развитии общества, К. Маркс и Ф. Энгельс имели полное осно- 
вание утверждать, что «...естествознание (включая математику — 
о. т.) получает свою цель, равно как и свой материал, только 
олагодаря торговле и промышленности, благодаря чувственной 
деятельности людей» >. ѵ у о 

На заре развития знания производственная деятельность ію¬ 
лей была примитивной и ее запросы влияли на развитие матема¬ 
тики непосредственным образом. Это подтверждает исто¬ 
рг нача „ ль:яых форм^ счета и простейших геометрических пред- 
™ ении -. В Д альнеиш ем непосредственное воздействие произ- 
. ^ венной деятельности людей на математику усиливается 
формы этого взаимодействия становятся разнообразнее. Вместе 
с этим производственная деятельность людей начинает влиять на 
математику косвенно, через другие науки, в связи с запросами 
которые она предъявляет к последним. С течением времени раз-^ 
витие математики все сильнее переплетается с развитием дрѵгих 

аэр У оѴнаЗк У и Ю и°т Че п еДЬ М6ХаНИКИ ’ аст Р ономии - Ф™, гидро- * 

д я естественно-научная дисциплина — математика, механика хи 
мия и т. п,- изучает одну из сторон, одну из форм Тли ІТ 
сколько, тесно друг с другом связанных форм) движенія мате' 
рии; поэтому объяснение более или менее Сложного явления ппІ- 

научных дисциплин^икими^в Частности "являТ Р ° ДСТВенных 
науки. Как мы увидим дальше, математика изуГетформы'иЗ 

дакг 

Естествознание и технические няѵк-н но „л™« 

приЗощГопытеІ ’ 

о^етствукжше'пХТ^ ГГи" ^ 

товление последних зависит от уровня оазв™ пп ИзГ0 ' 

и техники. Следовательно и в чтпй ^ звития промышленности 

И математики, ^ р^даюлагает опредишнный а увпврнк НауК ’ & потвм У 
ГО производства. Факт этот хпппш^п! Уровень материально- 
- а ч^акт этот хорошо подтверждает история борь- 

стр. 34 , М РКС И Ф ' Энгельс > Немецкая идеология, Партиздат, 1934 

рую первой Р части 3 настоящих а «^чешов» отношении математики, см. вто- 
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бы за использование внутриатомной энергии. Только СССР и 
США, т. е. страны наибольшего промышленного потенциала, 
смогли первыми решить эту грандиозную научную и техническую 
лроблему. 

Примерно до конца первой четверти XX в. развитие матема¬ 
тики, как правило, зависело от экспериментальной базы косвен¬ 
но, через экспериментальную базу физико-математических и тех¬ 
нических наук. Математика помогала последним совершенствовать 
их экспериментальную базу, решать вопросы, для изучения кото¬ 
рых эта база создавалась, благодаря чему приходилось разви¬ 
вать и новые порой фундаментальные разделы математики. И те¬ 
перь развитие математики теснейшим образом связано с разра¬ 
боткой научных и технических проблем ядерной физики, радио¬ 
техники и т. п., причем последние для своего развития и совер¬ 
шенствования требуют применения мощных технических средств. 
Наряду с этим в последнее десятилетие появилась и новая фор¬ 
ма связи математики с машинной техникой — непосредственная. 

Переход на повышенные скорости движения механизмов — ав¬ 
томатизация процессов производства, использование внутриатом¬ 
ной энергий, управление на расстоянии, самолеты, летящие со 
скоростью, большей скорости звука и т. п., вызвал к жизни так 
называемую машинную математику. 

Благодаря несовершенству человеческих органов чувств, люди 
не могут непосредственно управлять быстродействующими маши¬ 
нами. Чтобы эту трудность преодолеть, были сконструированы 
особые машины. В первую очередь надо назвать счетные маши¬ 
ны, работающие при помощи электрических импульсов (первая 
такая машина была построена в 1943 г.). Так как количество 
электрических импульсов достигает многих сотен и даже миллио¬ 
нов в секунду, эти машины в течение секунды производят десят¬ 
ки и сотни тысяч арифметических операций. Построены маши¬ 
ны, быстро решающие системы линейных уравнений с очень боль¬ 
шим (в несколько сот) числом неизвестных. Имеются машины 
для числового решения дифференциальных уравнений различных 
физических явлений, с учетом других физических явлений, кото¬ 
рыми обычно пренебрегали, если первые исследовались при ма¬ 
лых скоростях и т. п. *. 

Теоретическим фундаментом действия всех таких машин яв¬ 
ляются в первую очередь данные математической логики и мате¬ 
матики. Благодаря этому задачи совершенствования и конструи*- 
рования новых видов подобных машин стимулировали разработ¬ 
ку некоторых новых математических теорий. Так, например, по¬ 
скольку каждая математическая машина имеет теоретическим 


1 Насколько разнообразны такого рода машины и приборы, можно судить 
по следующему факту При расчетах электросетей приходится выполнять 
много действий над комплексными числами Чтобы облегчить и, главное, 
ускорить эту работу, разработан счетный прибор для операций с комплексным* 
числами. См. «Реферативный журнал (математика)», 1954, № 5» 3527. 

2 * 
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основанием своих действий какой-либо математический алгоритм, 
возникла и не без успеха развивается общая теория алгоритмов *. 

Будущее таких машин, в первую очередь счетных, значитель¬ 
но, поскольку теперь они необходимы для автоматического управ¬ 
ления техническими процессами. Без таких машин математика 
теперь не может наилучшим образом содействовать успешному 
развитию техники и други^ наук. 

Эти машины могут способствовать значительному улучшению 
дела планирования нашего народного хозяйства: они позволяют 
развивать научно обоснованную систему цен, определять эффек¬ 
тивность капитальных вложений и т. п., т. е. делают то, что обыч¬ 
ными средствами можно сделать частично, приближенно. При 
этом надо подчеркнуть и то, что вычислительные машины спо¬ 
собны перерабатывать информационные данные в исключительно 
сжатые промежутки времени 1 2 . 

Ко всему сказанному следует добавить, что Ф. Энгельс тре¬ 
бовал изучать последовательное развитие отраслей есте¬ 
ствознания на основе анализа их общей зависимости от потреб¬ 
ностей и уровня производства. 

«Необходимо изучить, — писал Энгельс, — последовательное 
развитие отдельных отраслей естествознания. — Сперва астроно¬ 
мия, которая уже из-за времен года абсолютно необходима для 
пастушеских и земледельческих народов. Астрономия может раз¬ 
виваться только при помощи математики. Следовательно, прихо¬ 
дилось заниматься и последней. — Далее, на известной ступени 
развития земледелия и в известных странах (поднимание воды 
для орошения в Египте), а в особенности вместе с возникновением 
городов, крупных построек и развитием ремесла развилась и 
механика. Вскоре она становится необходимой также для судо¬ 
ходства и военного дела. — Она тоже нуждается в помощи ма¬ 
тематики и таким образом способствует ее развитию. Итак, уже 
с самого начала возникновение и развитие наук обусловлено про¬ 
изводством» 3 . 

В работах К- Маркса и Ф. Энгельса имеется много указаний, 
относящихся к выяснению материальных источников развития 
математики и естествознания; они более всего интересовались их 
развитием в XV—XIX вв., на чем мы сейчас и остановимся. 

Математика эпохи Возрождения — эпохи зарождения буржу¬ 
азного общества — датирует от середины XVI столетия. В это 
время в северной Италии была решена задача, с которой не спра¬ 
вились древние греки и продолжавшие их исследования ученые 

1 О роди математической логики в разработке теоретических схем счет¬ 
ных и других машин см. вторую главу второй части настоящих «Очерков». 

2 См. С. А. Лебедев, Электронные вычислительные машины, изд. 

АН СССР, 1956; Л. И. Гутеимахер, Электрические модели, изд. АН СССР, 
1949; Э. Кольмаи, Кибернетика, изд. «Знание», 1956; И. Брук, Элект¬ 
ронные вычислительные машины — на службу народному хозяйству, журнал 
«Коммунист», 1957, № 7. ’’ к 

3 Ф. Энгельс, Диалектика природы, 1955, стр. 145. 
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Гоелней Азии. Тарталья и Феррари разработали общие алгебраи¬ 
ческие методы решения алгебраических уравнений с третьей и чет¬ 
вертой степенью. От этого знаменательного открытия начинается 
во все ускоряющемся темпе развитие математики нового времени. 

В XVI—XVII вв. две науки особо сильно влияли на развитие 
математики — астрономия и механика, так как от их развития 
зависело развитие мореплавания (торговли) и промышленности. 

Первые успехи астрономии нового времени связаны с име¬ 
нами Тихо-Браге, Коперника и Кеплера. Эти великие ученые вве¬ 
ли в астрономию практику точных наблюдений, гелиоцентриче¬ 
скую гипотезу и основные законы теоретической астрономии. Ука¬ 
занные открытия в первую очередь требовали от математики усо- 
вершенствования техники обработки результатов наблюдений) в 
связи с чем стоит открытие логарифмов *, усовершенствование 
символики алгебры и разработка тригонометрии. Кроме того, для 
обоснования и проверки гелиоцентрической гипотезы Коперника 
и законов Кеплера требовалось знакомство с коническими сече¬ 
ниями и умение пользоваться бесконечно малыми -величинами. 
Это естественно стимулировало разработку аналитической гео¬ 
метрии и анализа бесконечно малых. 

Существенные успехи в развитии анализа бесконечно малых 
связаны больше с решением новых задач механики 1 2 . Матема¬ 
тики стали особенно интересоваться инфинитезимальными метода¬ 
ми, когда под влиянием работ Галилея, Гюйгенса и других уче¬ 
ные заинтересовались проблемами статики и особенно дина¬ 
мики 3 . 

Легко показать, что задачи динамики, даже в простейших 
случаях, требуют для их решения инфинитезимальных методов. 
Представим, например, что нам необходимо установить скорость 
движения материальной точки по прямолинейной траектории в 
момент времени іи Если точка движется равномерно, то постоян¬ 
ное отношение 8ІІ даст нам искомую скорость. В противном слу¬ 
чае отношение 8/і не будет постоянной величиной, почему и на¬ 
хождение скорости, вообще говоря, не может быть осуществлено 
методами элементарной математики. Чтобы поставленную задачу 
решить в общем виде, необходимо взять среднюю скорость 
($ 2 — 5і)/(і 2 — ^і) и, приближая и и іи рассматривать скорость точ¬ 
ки в момент і\ как предел, к которому стрёмится . отношение 
($ 2 — 8і)/(і 2 — ^і), при приближении і 2 к іи Поступая так, необхо¬ 
димо ввести понятие переменной величины вообще и бесконечно 


1 Еще раньше запросы астрономии, торговли и стпоительства стимулиро¬ 
вали разработку арифметики десятичных дробей (Гиясэддин Джемшид Каши в 
Средней Азии и Стевин в Западной Европе). 

2 Заметим вместе с тем, что развитие механики само стимулировалось 
развитием астрономии. 

3 См. по этому вопросу Г. Г. Цейтен, История математики в XVI и 
XVII вв., ГТТИ, М.—Л., 1933. 
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малой в частности, т. е. рассматривать искомую скорость как 
момент переменного, становящегося. 

К такого рода понятиям и инфинитезимальным приемам, а 
также по сути, к понятию интеграла приводили задачи на нахож¬ 
дение массы тела, центров тяжести тел, при исследовании маят¬ 
ника и т. п. Могла ли математика предшествующих столетий спо¬ 
собствовать решению такого рода задач механики и астрономии? 
В большинстве практически важных случаев не могла. Хотя 
древние греки владели инфинитезимальным методом, именно ме¬ 
тодом исчерпывания, он, как правило, не мог удовлетворить но¬ 
вые запросы механики и астрономии, Метод исчерпывания не 
обладал преимуществами общего метода, его приложения суще¬ 
ственно корректировались особенностями тех фигур, к которым 
его прилагали. Типичный тому пример — осуществленная Архи¬ 
медом квадратура параболы *. Новые же задачи механики (как 
это видно на примере задачи о нахождении скорости) требовали 
общего инфинитезимального метода, который помогал бы 
на и т и решение каждой задачи для любого ее частного случая. 
Не могла удовлетворить запросы астрономии и теория конических 
сечений древних греков, развернутое геометрическое обоснование 
которой дано Аполлонием в его классическом трактате о кониче- 
ских сечениях. По существу рассматриваемых задач астрономия 
требовала алгебраического, а не геометрического обоснования 
теории конических сечений. 


Так в математике возникла проблема общего метода разра¬ 
ботке которого посвятили себя многие ученые и философы вто¬ 
рой половины XVI и особенно XVII в. Назовем таких мыслите¬ 
лен как Кеплер, Кавальери, Ферма, Паскаль, Барроу, Декарт 
Лейбниц и Ньютон. Декарту и Ферма наука обязана разработ- 
кои аналитической геометрии, Лейбницу и Ньютону — развитием 
дифференциального и интегрального исчисления, методы которых 
явились мощным орудием решения вопросов механики и аст¬ 
рономии и тем самым прямо или косвенно способствовали раз¬ 
витию промышленности, судостроения и т п 

Итак, в Западной Европе в ХѴІ-ХѴІІ вв. развитие техники 
вычислении, алгебры, тригонометрии, аналитической геометрии и 
анализа бесконечно малых, обусловливалось в первую очередь 
запросами астрономии, механики и оптики, развитие которых в 
и 0 торг Н о 0 вли ЧеТе СТИМуЛИр0ВаЛ0СЬ потребностями промышленности' 

В первой части этот факт -был превосходно известен многим 
математикам и естествоиспытателям первой половины XIX в (по- 
™ ьку они еще не успели попасть под влияние реакционной 

Гп” ЧеС Ттѵ фИ Г С . 0 Ф ИИ ’ пол У чивше й особое развитие во вто¬ 
рой половине XIX в.). Так, например, профессор Дерптского ущ,- 


онти^іэзб! с?р И Т95 ТНеР * Х ' рестоматия по истории математики, изд. 2, 
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верситета Медлер писал в 1843 г.«... многие части высшего маг 
тематического анализа- вовсе не были бы рассмотрены, либо по 
крайней мере не с такою точностью и последовательностью, если о 
не потребовала этого астрономия. Ньютону нужно было ис¬ 
числение бесконечно малых, и поэтому он открыл его». 

Конец XVIII и первая половина XIX в. вошли в историю тех¬ 
нического процесса как период бурного развития машинной тех¬ 
ники, базирующейся на использовании парового двигателя. С 
этим, как известно, связано развитие и укрепление промышлен¬ 
ного капитализма в Англии и Франции, потом в Германии и Рос¬ 
сии. 

Отмечая достижения в развитии производительных сил до се¬ 
редины XIX в. Маркс и Энгельс указывали, что «буржуазия ме- 
нбб, чем за сто лет своего классового господства, создала более 
многочисленные и более грандиозные производительные силы, 
чем все предшествовавшие поколения вместе взятые. Покорение 
сил природы, машинное производство, применение химии в про¬ 
мышленности и земледелии, пароходство, железные дороги, элек¬ 
трический телеграф, освоение для земледелия целых частей 
света, приспособление рек для судоходства, целые, словно вы¬ 
званные из-под земли, массы населения, какое из прежних сто¬ 
летий могло подозревать, что такие производительные силы дрем¬ 
лют в недрах общественного труда» 1 2 . 

Эти достижения были бы невозможны без новых форм орга¬ 
низации науки и интенсивного и широкого развития естествозна¬ 
ния (включая математику). Коренную причину возросшего зна¬ 
чения естествознания для развития производительных сил перио¬ 
да промышленного капитализма указал К. Маркс: 

«Выступая в виде машины, — писал К. Маркс, средство 
труда приобретает такую материальную форму существования, 
которая обусловливает замену человеческой силы силами приро¬ 
ды и эмпирических рутинных приемов — сознательным примене¬ 
нием естествознания 3 . 

XVIII в. был в основном веком деятельности сравнительно 
замкнутых академий и гениальных одиночек, результаты творче¬ 
ства которых часто были известны только им самим из их пе¬ 
реписки. Университеты насчитывались единицами. Научные изда¬ 
ния (чаще академические) выходили сравнительно редко, распро¬ 
странялись крайне медленно. 

В первой половине XIX в. число творчески работающих уче¬ 
ных значительно возрастает. Работа академий становится более 

1 Медлер, Об отношениях математики к естественным наукам. «Жур¬ 
нал Министерства народного просвещения», 1843, ч. 38, № IV VI, стр. 69. 
См. в этом же журнале за 1839 г., ч. 19, № 7—9, стр. 336, Коллинс, О 
влиянии математики на развитие и успехи естественной философии. 

2 К. Маркс иФ. Энгельс, Коммунистический манифест. Сочинения, 

т. 4, изд. 2, стр. 429. - , „ 

3 К. Маркс, Капитал, т. 1, 1951, стр. 392. См. также «Архив Маркса 
и Энгельса», т. II (VII), стр. 99. 



интенсивной. Развертывается плодотворная творческая деятель¬ 
ность в ранее существовавших и во вновь организованных уни¬ 
верситетах и в различных специальных школах. Так, например, в 
1804 г. в Казани был открыт университет, в котором получил об- 
разование, а потом работал один из величайших математиков 
ЛІд в., Н. И. Лобачевский. Во Франции была создана политех¬ 
ническая школа, в задачу которой входила подготовка офицеров 
революционной, а позже наполеоновской армии В этой школе 
работали многие выдающиеся ученые — Г. Монж (организатор и 
руководитель школы), Лаплас, Лежандр, Лагранж, Пуассон Пон- 
ееле, Фурье, Коши, Френель, Ампер, С. Карно и др. В трудах 
ученыхполитехнической школы получили блестящее развитие ме¬ 
ханика, физика и математика. В многих странах начинают из¬ 
даваться специальные математические журналы. 

XVIII в. был веком преобладающего влияния механики (не¬ 
бесной механики, механики без трения), физика занимала под¬ 
чиненное положение. Усилия математиков XVIII в. направлялись 
преимущественно на разработку новых методов математики, спо¬ 
собных помочь решать проблемы механики. В первой половине 
XIX в. жизненно важные задачи, в первую очередь вопросы улуч¬ 
шения работы паровых и других машин, выдвинули физику на 
первое место среди наук. Одной из главнейших проблем стано¬ 
вится проблема превращения теплоты в механическую работу,: 

Развить новые методы математики, способные решать новые 
проблемы теории тепла, электродинамики, земного магнитизма, 
оптики, теории упругости и т. п., — вот что главным образом ста¬ 
новится в центре внимания математиков. Коши указывал, что в 
это время методы математического анализа стали применять к 
«теории упругости, к распространению теплоты в телах или в 
пространстве, к распространению волн на поверхности весомой 
жидкости, к передаче звука через твердые тела, к теории сотря¬ 
сения упругих пластинок и прутьев; наконец, к теории света в 
которую входят различные явления отражения, простого прелом¬ 
ления света, двойного преломления, поляризации, окрашивания 
и т. п.» . Математика получает также новые стимулы развития 
от новых задач астрономии, механики, геодезии и других наук. 

В своих бессмертных «Принципах натуральной философии» 
И. Ньютон дал образец общей теории ■— классическую механику 
охватывающую огромный круг явлений природы. Однако в 
лѵіі— ЛѴ111 вв. более чем важную роль играли и исследования 
отдельны* вопросов астрономии, механики и физики. В конце 
ЛѴ111 и в первой половине XIX в. положение изменилось: в эт& 
время главное внимание исследователей «сосредоточивалось не 
на решении частных задач, а на установлении общих теорий» 


пепв О 0 Р й Г ™ В и а не а Х 1 Х 79 в. Г '’ "° “ ° СН ° ВН ° Й ПерИОД деятель “°сти относится 

А. Кошм, Семь лекций общей физики, пер. с франц., СПБ 1872 сто 4 
след. Коши читал лекции в 1833 г. ' ' ’ * 
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(Н. Е. Жуковский), т. е. теорий, охватывающих все возможные 
виды объектов исследований, в их взаимосвязяхКаждая тео¬ 
рия и ее методы начинают оцениваться в первую очередь по тому, 
насколько они обладают общностью. «Пуассон и Фурье, — писал 
Лобачерский о некоторых их работах по механике, — сделали бо¬ 
лее и даже все необходимое: они рассмотрели все случаи, ка¬ 
кие действительно могут встретиться в природе» 2 . Это, конечно,, 
способствовало выработке особых требований и к математике, в 
части развития в ней общих теорий, способных математическгі 
охватить все то, что изучалось в общих теориях математической 
физики, астрономии и механики. * 

В конце XVII и в XVIII в. в математике и механике были 
нолучены результаты фундаментального значения.' Основным 
здесь было развитие дифференциального и интегрального исчис¬ 
лений, теории дифференциальных уравнений, вариационного ис¬ 
числения и аналитической механики. Значительные результаты 
были получены в алгебре и теории чисел. 

В первой половине XIX в. сокровищница математики попол-. 
нялась многими фундаментальными результатами. К их числу 
надо отнести в первую очередь значительное развитие и обоб¬ 
щение математического анализа и теории дифференциальных 
уравнений в частных производных, результаты разработки на¬ 
чал тебрии функций комплексного переменного, учение об эллип¬ 
тических и других функциях, тригонометрические ряды, неевкли¬ 
дову геометрию, дифференциальную и проективную геометрии, 
учение о «-мерных пространствах, решение фундаментальных 
проблем алгебры и теории чисел, развитие арифметики кватер¬ 
нионов и гиперкомплексных чисел и т. п. Математика выросла 
не только количественно, но и претерпела серьезные качествен¬ 
ные изменения 3 . _ 

Сказанное ранее о решающих источниках возникновения ис¬ 
ходных понятий математики и ее дальнейшего роста можно под¬ 
твердить и на других фактах. В части развития математики в со¬ 
циалистическом обществе это мы сделаем в следующем парагра¬ 
фе. Все это, особенно же научная история математики и ее разде¬ 
лов, убедительно показывает, что решающей причиной развития 
математики является производственная деятельность людей 4 . ѵ> 

Итак, чтобы жить, люди должны развивать производство, 
транспорт, торговлю, сельское хозяйство и т. п. Для этого люди 

1 См. Н. Е. Жуковский, Ученые труды М. В. Остроградского по ме¬ 
ханике. Собр. соч., т. VII, Гостехиздат, М.—Л., 1950, стр. 229 247. 

2 Л. Б. Модзалевский, Материалы для биографии Лобачевского, 
изд. АН СССР, 1948, стр. 187. (Подчеркнуто мной. — В. М.) 

3 Содержание этого процесса мы будем подробно исследовать в третьей 
главе первой части «Очерков». О достижениях в каждой математической тео¬ 
рии см. соответствующие статьи во втором издании БСЭ. См. также Ф. Клейн, 
Лекции о развитии математики в XIX столетии, ОНТИ, 1937. 

4 Решающей, но не единственной. Как будет показано в конце второй 
главы первой части «Очерков», математика обладает и относительно самостоя¬ 
тельным развитием. 
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должны изучать природу, открывать ее законы и уметь применять 
знание этих законов в практической деятельности. Задачу изу¬ 
чения явлений и законов природы решает естествознание во 
всех его разветвлениях. Математика возникла и развивается под 
влиянием расширяющейся и усложняющейся практической дея¬ 
тельности людей и является орудием практики. При помощи ее 
методов другие науки — механика, астрономия, физика и т. и., а 
также и технические науки, могут объяснять и предсказывать то 
что не было известно, или чего нет, но что может быть сделано.’ 
Следовательно, как и остальные естественно-научные дисципли¬ 
ны, математика (ее основные понятия, посылки, теоремы, спосо¬ 
бы построения и т. п.) правильно отражает некоторую сторону 
материальной действительности. у а 

§ 4. Влияние общественных условий на развитие математики 

Зависимость развития математики от задач производства и 
.других наук нередко признавали и довольно точно описывали 
некоторые историки математики и в капиталистических странах '. 
Но даже эти сравнительно передовые историки, как правило не 
г^гГѵ Л Іа° й Т0М ’ ЧТ ° В03деЙствие промышленности, торговли, сёль- 
“ ™ Й 3 и т ' п ' на есте ствознание и математику суще- 
™“ исит не т ° льк ° от их запросов и уровня развития, но 
и ОТ того, в каком обществе, и на каком этапе его развития это 

Аяст ит ВИ « е а ИМ6еТ МеСТ °- 0соб ° тщательно замалчивали они тот 
факт, что в антагонистическом обществе развитие естествознания 

иасс?в Ма ™ К " 3аВИСИТ ° Т УСЛ0В " Й ' и форГборьбы 

Нет необходимости доказывать, что такой антинаучный под- 
ход к закономерностям и условиям развития естествознания имел 
своим основанием классовую сущность воззрений историков ма¬ 
тематики капиталистических стран. 4 

Рассматривая вопрос о зависимости развития естествознания 
и математики от характера общественного строя, надо в первую 
очередь учитывать, основано ли общество на эксплуатации че¬ 
ловека человеком, или общество социалистическое 2 . Здесь мы 
сперва рассмотрим вопросы, связанные с особенностями развития 
математики в антагонистических классовых обществах. 

рактическая деятельность людей находится в классовом об¬ 
ществе в неразрывной взаимозависимости с интересами борю- 
классов -С того времени как появились антагонистические 
классы, каждый класс старался использовать науку не только 
ради улучшения условий своего существования, но и как ору- 

летии, СМ 6н Н ТИ, РИ М-Л ' Ѵз?* Г ^Ті 0 Развитии математики в XIX сто- 
ХѴІ^и XVII вв„ ГТТИ, М -Л., 1933.' Ц * ’ Исто Р ия математики в 

2 Простейшие математические понятия получили развитие до возникнове¬ 
ния классового общества. Об этом мы говорили раиьше, в § 2 этой главы 
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жие борьбы против борющихся с ним классов. Наиболее эффек¬ 
тивно использовать науку могли лишь господствующие классы, 
так как, распоряжаясь средствами материального производства, 
они располагали благодаря этому и средствами духовного про¬ 
изводства. Наука поддерживалась и развивалась каждым гос¬ 
подствующим эксплуататорским классом как оружие порабоще¬ 
ния и эксплуатации трудящихся, как оружие обогащения. 

«Грубая алчность,— писал Ф. Энгельс,— была движущей си¬ 
лой цивилизации с ее первого до сегодняшнего дня; богатство, 
еще раз богатство и трижды богатство, богатство не общества, 
а вот этого отдельного жалкого индивидуума, было ее единствен¬ 
ной, определяющей целью. Если при этом выходило так, что при 
ней все более развивалась наука и повторялись неоднократно 
периоды высшего расцвета искусства, то только потому, что без 
этого не были бы возможны все достижения нашего времени в 
области накопления богатств» *, 

Обычно господствующие эксплуататорские классы поддержи¬ 
вали творческие усилия ученых, в том числе и математиков, если 
это сулило им быстрое обогащение. Когда в конце XVIII 
и начале XIX в. во Франции задачи развития тяжелой промыш¬ 
ленности (военного дела и т. д.) потребовали развития точных 
наук, особенно физики и математики, французская буржуазия 
нашла достаточно средств для поддержки работ и авторитета 
Фурье, Коши, Пуассона и других своих выдающихся ученых. 

Господствующие эксплуататорские классы всегда особо забо¬ 
тились о том, чтобы достижения науки не стали достоянием ши¬ 
роких масс народа. Например, в XIX в. в России передовые ма¬ 
тематики— ученые и преподаватели — неоднократно старались 
увеличить объем и улучшить качество преподавания математики в 
различного типа школах, от начальных, до университетов вклю¬ 
чительно 1 2 . Но царское правительство помещиков и капиталистов 
соглашалось с их предложениями в случае острой необходимости 
(например, во время борьбы с Наполеоном) и, как правило, 
лишь отчасти.- 

«Раньше,— подчеркивал В. И. Ленин,— весь человеческий ум, 
весь его гений творил только для того, чтобы датъ одним все 
блага техники и культуры, а других лишить самого необходимо¬ 
го — просвещения и развития» 3 . 

Стараясь максимально отстранить трудящихся от науки, по¬ 
могая ее росту, лишь поскольку это способствует быстрому обо¬ 
гащению, господствующие эксплуататорские классы тормози- 
л и развитие науки. Однако реакционное влияние господствую¬ 
щих эксплуататорских классов на развитие науки этим никогда 


1 К. Маркс и Ф. Энгельс, Сочинения, т. XVI, ч. 1, Парт- 
издат, 1937, стр. 152. 

2 См. материалы, характеризующие педагогическую деятельность Лоба¬ 
чевского, Остроградского, Чебышева и многих других. 

3 В. И. Ленин, Сочинения, т. 26, стр. 436. 
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не ограничивалось. Каждый господствующий эксплуататорский 
класс старался направить развитие науки, в том числе и мате¬ 
матики, по такому пути и добивался от ученых такого истолко¬ 
вания научных данных, чтобы последние хоть по видимости не 
противоречили лживой идее «незъіблемости» и «вечности» его 
господства. Он требовал также «привести в соответствие» утверж¬ 
дения науки с религией и идеалистической философией (которые,, 
как правило, всегда составляли важную часть его идеологии). 
Он требовал, наконец, чтобы все в науке, не отвечающее этим 
его указаниям, было изъято или «переработано», т. е., попросту 
говоря, фальсифицировано так, чтобы названное выше «соответ¬ 
ствие» восстановилось. Причина этого ясна. Истины нефальсифи¬ 
цированного естествознания и математики несовместимы с 
утверждениями о незыблемости и вечности Любого эксплуататор¬ 
ского строя, полностью' опровергают идеализм и религию. Клас¬ 
сики марксизма-ленинизма подчеркивали это обстоятельство не¬ 
однократно. 

В. И. Ленин указывал: «Если существует объективная истина 
(как думают материалисты), если естествознание, отражая внеш¬ 
ний мир в «опыте» человека, одно только способно давать нам 
объективную истину, то всякий фидеизм отвергается безуслов¬ 
но» *. 

Особенно тлетворно влияние идеологии эксплуататорских 
классов на естествознание и математику в последний период их 
господства. В это время каждый эксплуататорский класс идет 
на все, лишь бы задержать приближение конца своего владыче¬ 
ства. 

В дальнейшем мы будем говорить о тлетворном влиянии идеа¬ 
лизма и метафизики на логическую структуру математики и об¬ 
условленные этим ограничения внутренних тенденций развития: 
математики. Здесь остановимся на двух примерах, показываю¬ 
щих, как идеологические соображения заставляли часть ученых 
ставить актуальные проблемы математики «вне» науки и тем 
самым тормозили развитие математики. 

В качестве первого примера сошлемся на деятельность вели¬ 
чайшего философа-материалиста древней Греции Демокрита 2 . 
Он был первым ученым, не без успеха использовавшим расчле¬ 
нение тел на тонкие пластинки в качестве приема вычисления их 
объемов. Существо метода Демокрита было тесно связано с раз¬ 
витым им (вслед за Левкиппом) учением об атомистическом 
строении тел природы. 

Насколько можно судить по дошедшим до нас косвенным 
источникам, Демокрит использовал свой метод так. 

Докажем, например, что объем пирамиды равен произведе¬ 
нию одной трети площади основания на высоту. Как известно» 

1 В. И. Ленин, Сочинения, т. 14, стр. 113. 

* См. «Демокрит в его фрагментах и свидетельствах древности», Оги®, 
1935. 
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для этого необходимо доказать, что две пирамиды ЗАВС и 
З'А'В'С', площади оснований и высоты которых попарно равны, 
имеют равные объемы (черт. 1). 

Разобьем пирамиду на параллельные основанию .<уюи, тол¬ 
щина которых равна высоте одного атома. Эти пластинки являют¬ 
ся приблизительно прямыми призмами, и когда они расположены 
над основаниями призмы на одной и той же высоте, то их объ¬ 
емы и Ѵ\ 2) равны. Число таких попарно равных друг другу 
пластинок в каждой пирамиде одно и то же. Значит, их объемы 




|/(і) и у ( 2 ) равны. По-видимому, подобным приемом Демокрит до¬ 
казал справедливость (ранее эмпирически установленных) пра¬ 
вил вычисления не только объема пирамиды, но и объема цилин¬ 
дра, конуса и шара, и тем самым старался преодолеть трудность, 
с которой до него не справились пифагорейцы. 

Отметим, что идеи Демокрита стимулировали разработку про¬ 
цесса исчерпания круга посредством вписывания в него правиль¬ 
ных многоугольников, с числом сторон 2 п, 2 2 п... Таким образом, 
Демокрит сделал первый шаг к разработке предпосылок инте¬ 
грального исчисления и теории пределов, при помощи которой 
можно предугадывать искомые результаты. 

Величайший математик древней Греции Архимед оценил по 
достоинству действенную сторону метода Демокрита, раз¬ 
вил его и использовал при решении ряда сложнейших задач ста¬ 
тики и геометрии. Архимед идеалистическими измышлениями не 
занимался. В оценке метода Демокрита он руководствовался 
требованиями самой передовой практики исследований своего 
времени *. 

Иначе отнесся к методу Демокрита основоположник объек¬ 
тивного идеализма Платон. Платон ненавидел учение Демокрита 

1 См. И. Г е й б е р г, Новое сочинение Архимеда. Послание Архимеда к 
Эратосфену о некоторых теоремах механики, Матезис, Одесса, 1909. 
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о мироздании за его материалистическую основу, за утверждение 
Демокрита ( о вечности и неуничтожимое™ движения атомов не 
оставляющие места ложной идее существования бога. Платон 
не только критиковал учение Демокрита; он хотел скупить и 
сжечь его работы. Что не удалось сделать Платону, сделали его 
единомышленники за сравнительно короткий срок. Во всяком 
случае во времена Архимеда найти работы Демокрита было труд¬ 
но. Ясно, что это тормозило дело распространения прогрессив¬ 
ных идеи Демокрита, в частности его математических идей. 

В качестве второго примера сошлемся на деятельность Коши. 

В первой половине XIX столетия начали складываться осно¬ 
вы общей теории пределов, при помощи которой можно было 
обосновать математический анализ и разработать действенные 
методы его дальнейшего развития (Коши и др.). Основу новой 
теории пределов составляла идея потенциальной беско 
нечности, проявляющаяся в двух формах: бесконечно малой и 
бесконечно большой. В первом случае имелась в виду перемен¬ 
ная, неограниченно приближающаяся к нулю. Во втором случае 
говорили о переменной, которая в каждый момент времени имеет 
определенное конечное значение, но значения которой со 
Г™ С І анут и будут оставаться по абсолютной величине 
больше любого, как угодно большого положительного числа 
б ° Лее тонкие исследования, начало которым поло- 
жил Ьольцано, показали, что математический анализ нуждается 
^ и актуальной бесконечности, прообраз которой составляет 
есконечное множество, данное всеми своими элементами 1 Поз- 
" 0Д Р? рдили исследования по теории тригонометри¬ 
ческих рядов и обобщению понятия интеграла. Р 

поло В и Р н Я ы У уту Г « У р СОМ КоШИ был к РУ пней шим аналитиком первой 
половины XIX в Естественно, казалось бы, думать, что Коши (Га- 

не змим^лТя 1 ! ° б ' СН ° ВаНИЯ матема ™ческого анализа специально 
не занимался) стал во главе тех, кто начал активно пазоабаты 

аа ^ как те ? рию пределов, так и учение об актуальной бссконеч- 
ности. В действительности было не совсем так — Коши выступил 
с резкой критикой идеи актуальной бесконечности 2 . У 

Сначала Коши справедливо указывал, что если множество тсп 
природы бесконечно или каждое из них можеГдшитьмТо 

вещеТ^авно^ак^и 460186 "" 311 ™ожес Т ва° всех 

вещей, равно как и множества частей любого тела не нпжрт 

с б ^ н ВЫРЗЖеНа * юбым натуральным числом. Этой цели может 
служить только бесконечное (как теперь говорят — количеств 
нее трансфинитное) число. Но, говорил Коши, «невозмомо сд^ 


1955. г" !П, Э ”р7лож”!1ия У ?', К ||’' Ь “ а "' Больцано, вал. АН СССР, 

лекция” тр^ья*н 0 прнбавлмшя е Муаньо бЩеЙ «—> СП». .872, 



предположения о бесконечно большом числе существ или тел 
одновременно существующих, не впадая в явные противоречия» *. 

В чем же усматривал Коіпи противоречивость понятия беско¬ 
нечного множества? В том, отвечал Коши, что если множество 
предметов бесконечно, «...то можно было бы все предметы рас¬ 
положить в некоторый ряд и пронумеровать их так, чтобы нуме¬ 
ра их составили последовательный ряд целых натуральных чисел: 
1, 2, 3, 4 и т. д. и тогда следовало бы предположить этот ряд 
продолженным до бесконечности» 1 2 ; последнее же предположение 
нелепо. 

Если ряд натуральных чисел продолжается до бесконечности, 
то квадратов натуральных чисел столько же, сколько и самих 
натуральных чисел: каждому п соответствует п 2 и наоборот. 
Вместе с тем чем больше натуральное число п, тем меньше и 
меньше становится отношение числа квадратов отрезка натураль¬ 
ных чисел от 1 до п к числу п, «откуда следует заключить, что 
если ряд целых чисел мог бы быть последовательно продолжен 
до бесконечности, то квадраты этого ряда должны бы составлять 
в ^том ряду очень ничтожное меньшенство». «Следовательно,— 
заключает Копіи, — так как предположение ряда продолженного 
до бесконечности влечет за собою явные противоречия, то самое 
предположение должно быть отвергнуто» 3 . Следуя этому заклю¬ 
чению, Коши никогда, по крайней мере явно, не занимался изу¬ 
чением свойств бесконечных множеств; для него бесконечность 
была только потенциальной бесконечностью. . 

Заключение Коши ошибочно, так как исходит от необоснован¬ 
ного отождествления свойств бесконечных и конечных множеств 
(чисел). Сказанное Коши не опровергает объективность понятия 
бесконечного множества, а показывает только, что свойства ко¬ 
нечных и бесконечных множеств во многом различны. Напри¬ 
мер, «утверждение — целое больше каждой своей части»,— вер¬ 
ное для конечных множеств, в области бесконечных множеств 
теряет силу. 

С именем Коши связаны принциальной важности сдвиги в раз¬ 
витии содержания й методологии математического анализа 4 . 
В частности Коши боролся против формального перенесения за¬ 
конов одной математической области в другую, доказывал и с 
успехом использовал в практике своих исследований, что воз¬ 
можность такого переноса зависит от природы изучаемых в них 
объектов, а не от нашего произвола или предрассудков. Почему 
же в вопросе о природе бесконечных множеств Коши изменил 
научной методологии? 


1 А. К о ш и, Семь лекций общей физики, пер. с франц., СПБ, 1872, 
лекция третья и прибавления Муаньо, стр. 17. 

2 Сказанное Коши является произвольным допущением. 

3 А. Коши, Семь лекций общей физики, пер с франц., СПБ, 1872, лек¬ 
ция третья и прибавление Муаньо, стр 17 и след. 

4 Об этом мы будем говорить в третьей главе первой части «Очерков». 
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Чтобы ответить на этот вопрос, надо посмотреть, какие выво¬ 
ды сделал Коши из своих рассуждений. 

«Доказав» противоречивость предположения,- что множество 
натуральных чисел бесконечно, Коши заканчивает свои рассуж¬ 
дения так: доказанное мною утверждение о множестве натураль¬ 
ных чисел может быть точно так же доказано для множества 
всех звезд, как существующих, так и существовавших и т. п 1 
«То, что мы говорили о числе звезд, можно также сказать о 
числе людей, живших на земле, о числе оборотов земли на ее 
орбите, о числе тех состояний, которые перешел мир со времени 
его существования. Итак, был первый человек, было первое мгно- 
вение, в которое появилась земля в пространстве и начался самый 
мир. Таким образом наука приводит нас к тому же, к чему при¬ 
учает нас вера» 2 . . * ■ 

Ответ теперь ясен. Коши изменил научной методологии пото¬ 
му, что был религиозным человеком и полагал, что догмы рели, 
гии о происхождении мира несовместимы с признанием суще¬ 
ствования бесконечного множества вещей и, по его мнении» не¬ 
совместимы с понятием бесконечного множества. ’ 

,™ К ° ШИ 6ЫЛ уЧенИ » “ аббат м Уаньо,- не столько математик 
сколько воинствующий теолог. Он написал специальную диссер- 
™ ц ™’ в которой попытался «углубить и расширить» размышле¬ 
ния его учителя о природе актуальной бесконечности.^ 

В одном отношении диссертация Мауньо интересна- пна ™ 

™Г„ У М 3 Го™ Т0 ' как .“» и У у,ен„к„ ТеР Кош и , 0 в а “м 

числе и М. В. Остроградскии, относились к его теологическим 
спекуляциям и к агитационным ухищрениям самого Мауньо. 

«В нашей научной, юности,— пишет Муаньо — когда мы имрли 
профессорами Пауссона, Лежандра, Лакруа и др и товарищами 
Штурма, Остроградского, Якоби и др., нам приходилось^Трмла 
гать многим из этих математиков вопрос о возможности ипи 
возможности в действительности бесконечно большого чиода‘ 
И вот что происходило, когда предложенный вопрод оставМІ 
виде отвлеченного предположения или чисто математиче 

« К слодст К вия» а Н былп УДаВаЛ0СЬ СКРЫТЬ те следствия “Па 
«следствия», было показано выше.— В . М ) котооыр 

3 "ТеГтТ"'т?л?„Т У,аЛСЯ Г ЫЙ ' 

действительности бесконечно большое 


ЧИС„ „евозиожно; все числа“су'шественно Го 


по мнению Коши, 4 составляющие °его С не < ^ ВС6Х вещей было бесконечным, тс 
числами бесконечного ряда натура іьных чТ^е л “я*™ было бы за »У ме Роват 
жестве всех квадратов натѵпаіныГіс-Л Значит ’ что сказано 0 «нс 
Щей >а занумерованных этим/числами. ’ М0ЖН0 сказать о множестве ве 

стр. 1^’ К 0 ш и - Семь лек «ий общей физики, пер. с франц., СПБ, 1872 

3 Т 3 М Ж е ' лекция т Р етья и прибавления Муаньо, стр. 60 и след. 


Прервем на минуту Муаньо и напомним, что во время его 
оазговоров с Пуассоном, Остроградским и другими математика¬ 
ми в математическом анализе ведущую роль играло понятие по¬ 
тенциальной бесконечности. Значение актуальной бесконечности 
начинало осознаваться только отдельными математиками (напри¬ 
мер, Больцано). С давних пор (Аристотель), как казалось, по¬ 
нятие бесконечного числа было связано с парадоксами. Не уди¬ 
вительно поэтому, что когда Муаньо скрывал от^ собеседников 
направленность своих «теоретических» рассуждений, последние с 
ним соглашались. 

А что же получалось, когда Муаньо раскрывал свои замыслы? 

«Если мы недостаточно скрывали догматическое направление 
нашего вопроса,— пишет с оттенком меланхолии Муаньо,— ответ 
был неопределенный, неточный, отклоняющий; остерегались 
утверждать невозможность в действительности бесконечно боль¬ 
шого числа, хотя на самом деле (здесь Муаньо говорит неправ¬ 
ду _ В. М.) это есть только элементарная математическая исти¬ 
на». Наконец, если нам приходилось сказать: «число бесконечно 
большое невозможно, следовательно, число людей, существовав¬ 
ших на земле, конечное и был первый человек, созданный рука¬ 
ми бога, — ...мы замечали, как вдруг появлялось видимое неудо¬ 
вольствие, дурно скрытое желание взять назад истину, слишком 
рано открытую с математической очевидностью» '. 

Короче говоря, раскрывал ли Муаньо теологическую направ¬ 
ленность своих «умозаключений» в конце беседы или в начале, 
результат для него получался плачевный: в лучшем случае собе¬ 
седник старался прервать «ученую» беседу. И не удивительно: 
в молодости Остроградский был материалистом и атеистом; не 
проявляли склонности к теологическим спекуляциям и другие, на¬ 
званные Муаньо математики. 

Но факт остается фактом: теологические спекуляции поме¬ 
шали Коши увидеть в понятии актуальной бесконечности дей¬ 
ственное орудие математического анализа (хотя к этому имелись- 
объективные основания, как показывают исследования Боль¬ 
цано). 

В рассматриваемом вопросе теология мешала не только одно¬ 
му Коши. Как указывал Д. Веронезе, в 1806 г. профессор Рим¬ 
ского университета кардинал Джержил был близок к открытию 
трансфинитных чисел, но не открыл их, так как старался опро¬ 
вергнуть понятие об актуальной бесконечности для опроверже¬ 
ния вечности вселенной 1 2 . 

Не подлежит спору и тот факт, что во второй половине XIX в. 
теологи и идущие за ними математики мешали Г. Кантору раз¬ 
рабатывать общее учение о множествах.'Они старались приоста- 


1 А. Коши, Семь лекций общей физики, пер с франц., СПБ, 1872. стр. 60 
и 61. 

2 Дж. Веронезе, Истина в математике, М., 1915, стр. 10. Следует 
подчеркнуть, что Веронезе не был материалистом. 

? 


ір.яя 


33 



■овить «вредные» исследования Г. Кантора, причем в своей кри- 
тике использовали «исследования» Коши и Муаньо об актуаль¬ 
ной бесконечности. Но во времена Г. Кантора теория множеств, 
стала существенно необходимой для дальнейшего развития ма¬ 
тематики, поэтому он «советы» теологов оставил в стороне . 
Теологам пришлось временно отступить и вновь обрушиться на 
актуальную бесконечность, когда в теории множеств обнаружи¬ 
лись парадоксы 1 2 . 

Необходимо, однако, подчеркнуть, что разлагающее влияние 
идеологии эксплуататорских классов на естествознание (включая 
математику) всегда встречало следующие серьезные препятствиям 

Во-первых, чтобы развивать технику, люди должны знать зако¬ 
ны природы и уметь использовать свои знания в практической 
деятельности. Поэтому, каков бы ни был общественный строй, 
господствующий эксплуататорский класс может использовать 
данные естествознания в производственной деятельности лишь в- 
свободном от идеологических извращений виде, в силу этого 
должен способствовать разработке их объективного содержания. 
В период феодализма (особенно в Западной Европе благодаря 
господству римско-католической церкви) издавались законы», 
предписывающие карать математиков наравне с колдунами. Эти 
законы не были мертвым клочком бумаги. Не один Джордано 
Бруно встретил смерть на костре! Помимо различного рода по¬ 
литических и идеологических соображений, реальной основой 
такого рода фактов было то, что в период феодализма требова¬ 
ния производительной деятельности к математике были, как пра¬ 
вило, крайне незначительны. В период промышленного капита¬ 
лизма, когда сознательное использование объективного содержа¬ 
ния естествознания и математики стало существенно необходи¬ 
мым для развития производства, теологам пришлось ограничить 
свои аппетиты. Подобно Муаньо они, а вместе с ними и идеали¬ 
сты, занялись «наукообразными» рассуждениями, чтобы, с одной 
стороны, за счет «подчистки» истин математики обстоять «чисто¬ 
ту» своих догм, а с другой — дать капиталистам возможность 
использовать математику так, как это им было нужно. 

Во-вторых, в силу объективности истин естествознания и ма¬ 
тематики, их философской основой всегда был материализм. Луч¬ 
шие достижения естествознания и математики связаны с тем, что 
в практике научной работы ученые, как правило, ру¬ 
ководствовались и руководствуются материалистическим пони¬ 
манием объекта своих исследований. Вспомним реакцию матема¬ 
тиков на «размышления» Коши и Муаньо! 

В-третьих» каково бы ни было обшество, построенное на экс¬ 
плуатации и угнетении трудового народа, всегда, находились 


1 См. Г. Кантор, О различных точках зрения на актуально бесконеч¬ 
ное. «Новые идеи в математике», сборник VI, СПБ, 1914. 

2 О сущности этих парадоксов см. главу о математической логике во вто¬ 
рой части «Очерков». 
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(особенно к концу существования общественной формации) пе¬ 
редовые для своёго времени люди, которые видели благородную 
роль науки в бескорыстном служении народу и боролись против 
человеконенавистнического использования и фальсификации ее 
содержания. 

Ограничимся несколькими примерами из истории математики 
в нашей стране, подтверждающими сказанное. 

Величайший математик XVIII в. Л. Эйлер был религиозным 
человеком и полагал, что природа была создана богом. Этот факт 
упоминается буржуазными Историками более чем часто. Однако 
они старательно замалчивают другой факт: когда речь заходила 
ѳ науке, в том числе и о- математике, Эйлер рассуждал так, как 
должен рассуждать материалист. Эйлер утверждал, что чувства 
дают нам знание реальных предметов; поэтому, например, раз¬ 
виваемая им теория луны имеет отношение не к луне, «пребы¬ 
вающей в Я» субъективного идеалиста, а к луне, существующей 
в природе независимо от людей '. Эйлер трактовал понятие числа, 
бесконечности и т. п. как объективные понятия и на этой базе 
старался обосновать различные математические теории. 

Передовые русские математики второй половины XVIII и на¬ 
чала XIX в.— Н. Муравьев, С. Котельников, Я. Козельский, 
С. Гурьев, П. Рахманов, Т. Осиповский и др.— отстаивали мате¬ 
риалистическое понимание математики, активно боролись против 
идеализма. Это помогало им правильно понять значение мате¬ 
матики для развития общества и его производительных сил и 
в этой связи не без успеха разрабатывать методику препода¬ 
вания и некоторые вопросы обоснования математики. В это вре¬ 
мя отношение передовых русских математиков к идеализму лучше 
всего выразил профессор Московского университета М. Панке- 
вич: «Отведенный от природы отвлеченными умозаключениями,— 
говорил он,— обольстившийся ими до такой степени, что, забав¬ 
ляясь оными, не думал бы уже больше о самых вещах, к рас¬ 
смотрению коих первые должны быть путями и средством, подо¬ 
бен бы был тому, кто, заставлен будучи необходимостью уда¬ 
литься на время Из своего отечества в другие пределы... не по¬ 
мышлял бы больше о возвращении в оное» 2 . 

Широкий материалистический подход к проблемам науки, ве¬ 
ликое идейное новаторство и сознание важнейшего обществен¬ 
ного значения просвещения и научной деятельности — таковы 
характерные, тесно между собой связанные, особенности передо¬ 
вого русского математического творчества XIX в. Лобачевский 
был воинствующим материалистом. Он трактовал задачу обосно¬ 
вания математики материалистически, боролся против идеали¬ 
стических и метафизических извращений в понимании содержа- 


1 Л. Эйлер, Письма к одной немецкой принцессе о различных вопросах 
физики и философии, т. 2. СПБ, 1792, стр. 72 и след. вопросах 

* МосГовсГом Н ун-те У/Ѵ?тѴг ^ ма ™ических^аук. Речь 
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ния и принципов математики, в толковании математической стро¬ 
гости. Это обстоятельство сыграло большую роль в творческих 
достижениях Лобачевского, особенно в деле разработки гипербо¬ 
лической геометрии. Материалистический подход к вопросам пре¬ 
подавания математики помог Лобачевскому научно разработать 
ряд основных вопросов методики математики начальной и сред¬ 
ней школы и притом так, что многие его утверждения не потеряли 
своего значения и в наше время О. Л. Чебышев придавал ре¬ 
шающее значение развитию математики в связи с всесторонним 
научным анализом- запросов практики. 

В связи с научным, материалистическим пониманием взаимо¬ 
отношения математики с практикой находятся многие лучшие до¬ 
стижения Чебышева, в частности его классические исследования 
о функциях, наименее уклоняющихся от нуля. На позициях есте¬ 
ственно-научного материализма стояли и остальные передовые 
математики дореволюционной России — М, В. Остроградский, 
С. В. Ковалевская, А. М. Лупянов, А. А. Марков, Н. Е. Жуков¬ 
ский и др. 

Крупнейшие математики дореволюционной России были пе¬ 
редовыми учеными, творили для родины, для своего народа, для 
светлого будущего трудящихся, а не для помещиков и буржуа¬ 
зии. Н. И. Лобачевский учил юношество вере в народ, любви 
к научному знанию, т. е. тому, против чего яростно выступал 
попечитель Казанского учебного округа — реакционер и мрако¬ 
бес Магницкий і 2 . С. В. Ковалевская боролась за раскрепощение 
русских женщин, за право женщины быть общественным и науч¬ 
ным деятелем 3 . А. А. Марков выступил против попыток некото¬ 
рых реакционных профессоров насадить в нашей дореволюцион¬ 
ной средней школе идеализм и мистику, протестовал против 
исключения М. Горького из числа академиков нашей Академии 
наук 4 . 

В классовом обществе интересы господствующего и борющих¬ 
ся против его господства классов являются ближайшей при¬ 
чиной, определяющей идеальные мотивы творческих усилий уче¬ 
ных, в том числе и математиков. Таким образом как идеализм, так 
и марксизм-ленинизм признают, что в развитии науки идеальные 
мотивы играют действенную роль. Но идеализм трактует эти 
силы неправильно, метафизически: он останавливается на иде¬ 
альных побудительных силах, трактует их как исходную причину 


і См. Н. И. Л о б а ч е в с к и й, Наставления учителям математики. «Тру¬ 
ды Ин-та истории естествознания», т. II, изд. АН СССР, 1948; В. М. Нага¬ 
ева, Педагогические взгляды и деятельность Н. И. Лобачевского. «Историко¬ 
математические исследования», вып. III, М. — Л., 1950. 

2 Л Б Модзалевский, Материалы для биографии Лобачевского, 
изд. АН СССР. 1948. 

3 См. «Воспоминания» Ковалевской и сборники, посвященные ее жизни, 
общественной и научной деятельности. 

4 В этой связи см. Ф. Н. Отрадных, Эпизод из жизни акад, А. А. Мар¬ 
кова, «Историко-математические исследования», вып. VI, М., 1953. 
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творчества ученых, не видит, что в конечном счете эти силы обя¬ 
заны своим происхождением развивающимся запросам матери¬ 
альной жизни общества. 

Итак, в обществе, основанном на эксплуатации человека че¬ 
ловеком, определяющее влияние промышленности, сельского хо¬ 
зяйства и других наук и т. п. на развитие математики более чем 
часто задерживается, уродуется материальными и идеологически¬ 
ми соображениями господствующих классов. В различных обще¬ 
ственных формациях, на разных этапах их развития, в разных 
странах это реакционное воздействие на математику имело не¬ 
одинаковую силу и принимало разные формы. Меньше всего оно 
действовало в периоды зарождения и развития общественных 
формаций, больше всего — во время их упадка. Но оно было 
всегда, где была эксплуатация меньшинством населения его 
большинства, и исчезнет вместе с последней. 

Иную картину представляет развитие математики в социали¬ 
стическом обществе (мы рассмотрим интересующий нас вопрос 
на примере развития математики в нашей стране). 

В противоположность обществу, основанному на эксплуата¬ 
ции человека человеком, социалистическое (потом коммунистиче¬ 
ское) общество имеет своей целью максимальное удовлетворение 
растущих материальных и культурных потребностей трудящихся. 
Эта благороднейшая цель может быть непрерывно реализуема 
лишь при неуклонном росте социалистического производства на 
базе высшей техники, развиваемой в связи с самыми последними 
достижениями передовой науки, в первую очередь естествозна¬ 
ния. Тем самым в социалистическом обществе создаются наилуч¬ 
шие условия для неограниченного и интенсивного развития науки. 

В нашей стране вдохновителем и организатором непрерывного 
развития точных наук и естествознания являются Коммунистиче¬ 
ская партия и Советское правительство. «Друзья! — говорил ака¬ 
демик Комаров,— наше славное правительство, советский народ 
и ученые составляют единую семью, воодушевленную одинако¬ 
выми стремлениями, идеями и идеалами» *. 

В царской России прослойка молодежи, изучавшая матема¬ 
тику ради нее самой или как существенно необходимый элемент 
образования инженера, физика, химика и т. п.,— практически 
была крайне тонкой. Наша советская молодежь проявляет все 
больший и больший интерес к точным наукам. За это говорит 
все возрастающий спрос на научную и популярную литературу 
по физике, математике и техническим наукам, успех физических 
и математических олимпиад в различных городах, а главное — 
упорная подготовка молодежи к работе на производстве, к про¬ 
должению образования в техникумах, втузах, педвузах и универ¬ 
ситетах. 


1 В. Л. Комаров, Речь на торжественном заседании юбилейной сессии 
АН СССР 16/ѴІ 1945 г., журнал «Природа», 1945, № 3, стр. 14. 


57 



В текущей шестой пятилетке интерес молодежи к точным 
наукам и математике должен стать еще белее значительным. 
В условиях оснащения нашего народного хозяйства новой слож¬ 
ной техникой среднее образование становится все более необхо¬ 
димым не только для мастера, но и для каждого рабочего. Этому 
будет способствовать и увеличение контингентов лиц, готовящих¬ 
ся для работы в новых отраслях науки и техники (использование 
атомной энергий в мирных целях, автоматика, телемеханика и 
др.). Овладение математикой миллионами учащихся позволяет 
выявить способных и талантливых молодых людей, стимулиро¬ 
вать их дальнейшее математическое образование и тем самым 
«с первых шагов» подготовлять их к исследовательской деятель¬ 
ности в области точных наук. В деле подготовки творческих кад¬ 
ров это обстоятельство играет более чем важную роль. 

Математику изучают и многие сотни тысяч взрослых людей: 
в порядке повышения квалификации, на заочных факультетах 
и т. п. Овладев передовой наукой, решая при ее помощи насущ¬ 
ные задачи производства, сельского хозяйства и т. п., наши но¬ 
ваторы в свою очередь стимулируют развитие науки, в том числе 
и точных наук. 

Большое число университетов и других высших учебных за¬ 
ведений стимулирует дальнейшее математическое образование 
миллионов советских людей, увеличивает спрос на учебную и на¬ 
учную математическую литературу, предъявляет новые задачи 
к математике и ее преподаванию. 

Реализация права всех граждан СССР на образование явля¬ 
ется тем родником, который давал и будет давать нашей родине 
сотни тысяч передовых квалифицированных специалистов, тыся¬ 
чи талантливых ученых, в том числе и математиков. 

До Великой Октябрьской социалистической революции вся ис¬ 
следовательская работа по математике в России велась в уни¬ 
верситетах и в Академии наук. Попытки связать исследователь¬ 
скую работу в математике с работой промышленности были еди¬ 
ничными и приводили к положительным результатам в редких 
случаях. Теперь эта работа ведется в тринадцати академиях 
(СССР, УССР, БССР и др.), в университетах, вузах и втузах 
и в специальных научно-исследовательских институтах математи¬ 
ки: в Москве, Ленинграде, Киеве, Казани, Томске, Тбилиси, Таш¬ 
кенте и др. Работа названных организаций тесно связывается с 
тематикой научно-исследовательских институтов физики, механи¬ 
ки, промышленности, вплоть до предприятий непосредственно. 
Основу этой работы составляет творческое содружество работ¬ 
ников науки и производства. 

Наши академии, математические институты, высшие учебные 
заведения и другие организации ведут научно-исследователь¬ 
скую работу плановб, в соответствии с задачами планомерного 
развития социалистического хозяйства, других наук и самой ма¬ 
тематики, с учетом перспективы общего культурного и идеологи- 
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«еского подъема и общих задач нашего движения. Реальность 
планов социалистического строительства создает основу реаль¬ 
ности планов и научно-исследовательской работы. 

Другой характерной чертой научной работы советски^ ученых, 
в том числе и математиков, является комплексная разработка 
научных проблем, иначе говоря — такая исследовательская рабо¬ 
та участие в которой принимают не только математики, но и 
физики, механики, инженеры и представители других специаль¬ 
ностей Хороший пример такого рода научных исследовании дает 
«машинная математика», объединяющая математиков, физиков, • 
инженеров и представителей других специальностей. Комплекс¬ 
ная разработка пришла на смену энциклопедизму ученых ХѴ111 в. 
и сугубой дифференциации исследований, получившей развитие 
в XIX в. Объединив в себе положительные стороны энциклопе¬ 
дизма и дифференциации исследований, комплексная разработка 
обеспечивает быстрое решение научных и технических проблем ■ 
и высокое качество их выполнения. 

Осуществляя благородную задачу служения строительству 
коммунизма в нашей стране, советские математики в планирова¬ 
нии работы, в исследованиях и в преподавании сознательно ру¬ 
ководствуются марксизмом-ленинизмом. Благодаря этому в ряде 
областей математики удалось получить фундаментальные резуль¬ 
таты большой силы. Известно, например, что материалистический 
подход к проблемам теории вероятностей способствовал акаде¬ 
мику А. Н. Колмогорову разработать для нее строго научную, 
действенную систему аксиом *. 

Все это вместе взятое позволило советским математикам раз¬ 
вернуть интенсивную исследовательскую работу, результатом ко¬ 
торой явились чрезвычайно общие и действенные математиче¬ 
ские теории, способные удовлетворять как потребности роста 
самой математики, так и потребности ведущих разделов техники, 
физики, механики и других наук. 

Дореволюционная Россия дала миру немало гениальных и та¬ 
лантливых математиков. В России во всем величии развернулся 
титанический гений Эйлера. Лобачевскому наука обязана откры¬ 
тием гиперболической геометрии, оказавшим революционизирую¬ 
щее влияние на последующее развитие математики и теоретиче¬ 
ской физики и способствующим укреплению диалектико-материа¬ 
листического учения о пространстве. Чебышеву принадлежит от¬ 
крытие первой оценки плотности распределения простых чисел, 
основополагающие исследования вопросов изображения функций 
многочленами, выдающиеся открытия в теории вероятностей. Ра¬ 
боты Остроградского, БуняковскОго, Ковалевской, Золотарева, 
Вороного, Маркова, Ляпунова, Стеклова и других вошли в со¬ 
кровищницу мировой математики. 

Взлет научного творчества в России в XIX и начале XX в. 
прославил русскую математику на весь мир и показал, что ее на- 

1 А. Н. Колмогоров, Основные понятия теории вероятностей, ГТТИ, 1935. 
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роды имею? талантливых и гениальных людей. Однако в целом 
математика дореволюционной России не занимала ведущего 
места в мировой математике. Более того, за исключением Петер¬ 
бургскій математической школы Чебышева, в XIX в. в России 
не было ■ систематически работающих научно-математических 
школ. Математика не составляла исключения; в XIX в. в России 
ее участь разделяли и другие отрасли знания Антинародный 
царский режим мешал народам России максимально развить и 
использовать их неисчерпаемые творческие способности, старался 
отстранить ученых от народа. 

С первых дней Великой Октябрьской социалистической рево¬ 
люции начинается рост советской математики. Этот рост стано¬ 
вится особенно интенсивным в годы пятилеток, как довоенных, 
так и после войны. В настоящее время исследования наших ма¬ 
тематиков охватывают всю область математических дисциплин. 
В ряде областей получены исключительной важности результаты 
и найдены методы, играющие ведущую роль в мировой матема¬ 
тике 2 . Для примера достаточно сослаться на работы наших ма¬ 
тематиков в области теории функций действительного и комплекс¬ 
ного переменного, топологии, теории вероятностей, теории чисел. 
Выдающиеся результаты получены также в функциональном ана¬ 
лизе, теории дифференциальных уравнений, алгебре и т. д. 

Отметим интенсивное развитие работ по уравнениям в част¬ 
ных производных и по теории функций комплексного переменно¬ 
го. Эти исследования дали действенные методы решения разнооб¬ 
разных задач сейсмологии, динамики, теории упругости, аэро- и 
гидродинамики, электротехники и тем самым служат решению 
передовых технических проблем социалистического строительства. 
Известно также, что ряд работ советских математиков по теории 
вероятностей и математической статистике возник в связи с важ¬ 
ными приложениями этих дисциплин к естествознанию и вопро¬ 
сам народного хозяйства (вопросы метеорологии, прогноза уро¬ 
жая и т. п.). Задачи, относящиеся к внутриатомному строению 
материки, дали богатый материал для функционального анализа 
В свою очередь методы функционального анализа нашли важные- 
применения в теории уравнений с частными производными и в 
других разделах математики. 

В нашей стране получила развитие разработка методов при- 
1“н ных вычислении. Сконструированы и используются бы¬ 
стродействующие электронные счетные машины, в короткое вре¬ 
мя решающие сложные математические задачи. Однако в этой 
области п еред нашими математиками и инженерами непочатый 

' См. поэтому вопросу С. И. Вавилов, Тридцать лет советской наѵ. 
ки. «Вестник Академии наук СССР». 1947 № ц СТ р 3 советской нау- 
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край работы. Надо создать новые, еще более совершенные счет¬ 
но-математические машины, позволяющие автоматизировать раз¬ 
нообразные вычислительные работы и производственные процес¬ 
сы. Особое значение приобрели приборы и машины,-способные 
определять наивыгоднейший режим производственных процессов 
и поддерживать его, а также устанавливать и контролировать 
задания по качеству продукции. 

Выдающиеся достижения советских математиков способство¬ 
вали поднятию международного авторитета нашей математики, 
укрепляли ее международные связи. В настоящее время наша 
математика занимает в мировой математике ведущее положение. 

В старом введении к «Диалектике природы» Энгельс писал; 
что с переходом к сознательной организации общественного про¬ 
изводства, т. е. с переходом к строительству социализма, а потом 
и коммунизма, все отрасли человеческой деятельности, включая 
естествознание, сделают невиданные успехи по сравнению с тем, 
что было сделано раньше. Развитие науки и техники в СССР 
подтверждает прогноз Энгельса и вместе с тем показывает, чтѳ- 
в странах, освободившихся от пут капитализма, коммунистиче¬ 
ское строительство на базе интенсивного развития производитель¬ 
ных сил является решающим фактором развития математики 
и других наук о природе. Коммунистическое строительство спо¬ 
собствует развитию наук о природе еще и тем, что устраняет 
препятствия выдвигаемые любым антагонистическим обществом 
на пути объективных научных исследований, всемерно способ¬ 
ствует последним (развивает научную идеологию, способствую¬ 
щую научным исследованиям). 

§ 5. Предмет математики 

Все науки — в том числе и математика — имеют задачей от¬ 
крыть и описать явления и управляющие этими явлениями зако¬ 
ны природы, общества и человеческого мышления для использо¬ 
вания полученных научных знаний в различных сферах практи¬ 
ческой деятельности. Науки отличаются друг от друга по пред¬ 
мету исследований лишь тем, что каждая из них изучает 
одну из сторон действительного мира, одну или несколько- 
тесно связанных и переходящих друг в друга форм движе¬ 
ния объективной реальности. Факт этот известен 
давно. В конспекте «Метафизики» Аристотеля В. И. Ленин ука¬ 
зывает, что для последнего «математика и другие науки абстра¬ 
гируют одну из сторон тела, явления, жизни» 2 . 

В настоящее время науки разделяются на три основные 
группы: 


1 Алчность господствующих классов, религия, идеализм, требования 
«доказательства» незыблемости существующего общественного строя и т. п. 

В. И. Ленин, Философские тетради, Госполитиздат,. 1947, стр. 309. 
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1. Естественные науки, изучающие предметы, явле¬ 
ния и закономерности природы. Среди них различают: матема¬ 
тику, механику, астрономию, физику, химию, палеонтологию, био¬ 
логию и другие науки ’. 

2. Исторические и экономические науки, 
изучающие явления общественной жизни: исторический материа¬ 
лизм, политическая экономия и др. 

3. Науки о познании: философия, логика и др. 1 2 . 

Здесь мы разберем подробнее, какую сторону действительного 

мира изучает математика. 

Все предметы и явления природы являются единством качест¬ 
венной и количественной определенностей. Они отличаются друг 
от друга качественно своими специфическими свойствами и зако¬ 
нами развития. Когда вещь теряет свое качество, она перестает 
быть тем, чем являлась ранее. Благодаря этому качественная ха¬ 
рактеристика вещи, как правило, содержит указание на род ве¬ 
щей, к которому она принадлежит: земля есть планета, груша 
есть дерево. 

Наоборот, количественные отношения, равно как и простран¬ 
ственные формы, в известных, для каждого случая особых, гра¬ 
ницах безразличны к их качественному содержанию, к роду ве¬ 
щей, к которому они принадлежат 3 . Дом остается домом незави¬ 
симо от того, будут ли его размеры больше или меньше. Поло¬ 
вина пашни останется пашней и не станет лугом или лесом, так 
как такое изменение означало бы изменение ее качества. Есте¬ 
ственно, что когда даю г количественную характеристику вещей 
и явлений или описывают их пространственные формы, то этого 
недостаточно для указания рода вещей и явлений, которым они 
принадлежат. 

Различные отрасли естествознания описывают предметы, явле¬ 
ния и закономерности природы, учитывая их качественны особен¬ 
ности. Химия описывает состав, строение и превращение веществ, 
из которых состоят тела реального мира. Биология имеет своиі* 
предметом формы и законы развития живых существ (с учетом 
условий их существования). 

В противоположность всем остальным естественнонаучным 
дисциплинам, математика не изучает качественную определен¬ 
ность предметов и явлений природы, не анализирует отдельные 
формы движения материи. «Чистая математика,— указывал Эн- 


1 Очень часто называют математику, механику, физику и некоторые дру¬ 
гие разделы естествознания точными науками Как будет видно из дальней¬ 
шего, такое наименование не означает, будто естествознание распадается на 
две группы противоположных наук: «точных и неточных», «рациональных ■ 
эмпирических» и т. п. Оно отмечает лишь различную степень точности их 
утверждений и особенности их методов. 

2 О взаимосвязях этих наук с математикой мы будем говорить дальше. 

3 Каковы границы эюго безразличия, какое это имеет значение для при¬ 
ложений математики—об этом речь будет идти дальше, в следующем парагра¬ 
фе этой главы. 
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гельс,— имеет своим объектом пространственные формы и коли¬ 
чественные отношения .действительного мира, стало быть — весь¬ 
ма реальный материал» *. 

Между основными понятиями математики понятия- іэ ’кату- 
ральном (количественном и порядковом) числе, величине и гео¬ 
метрической фигуре занимают первое место с исторической 
и, как мы увидим далее, логической точек зрения. Естест¬ 
венно поэтому обратиться сначала к этим понятиям и выяснить, 
какие отношения и формы действительности находят в них свое 
отражение. 

Каждый человек знает, что в числе пяти предметов могут 
быть пять спичек, пять стульев, или две книги и три тетради. 
Предметы, составляющие названные множества, качественно 
различны, однако их количественная характеристика «пять» одна 
и та же. Следовательно, понятие «пять» выражает что-то 
общее у всех названных и им подобных множеств предметов. 
Это общее состоит в том, что между предметами двух таких мно¬ 
жеств можно установить взаимно однозначное соответствие 2 . На- 
нример, множества букв в словах «Борис» и «Павел» могут быть 
поставлены во взаимно однозначное соответствие так, как пока¬ 
тано в табличке: 

БОРИС 


ПАВЕЛ 

Пополнение одного из рассматриваемых множеств новыми 
иредметами или изъятие у одного из них каких-либо предметов 
такое соответствие нарушает. Таким образом, понятие о числе 
«пять», равно как и понятие каждого количественного натураль¬ 
ного числа, есть количественная характеристика некоторого клас¬ 
са равномощных между собой конечных множеств 3 . Количе¬ 
ственное число есть «чистейшее количественное определение» 
(Энгельс), которое отражает лишь внешние, безразличные к ка¬ 
чественному составу множеств, отношения принадлежности к не¬ 
которому классу равномощных множеств. 

Если при счете объектов любого множества последние оста¬ 
ются неизменными (не уничтожаются, не склеиваются, не раска¬ 
лываются и т. п.), то количественная характеристика множества, 
выражаемая словом пять или семь и т. д., совершенно точна, как 
совершенно точно и то, что группа из пяти предметов, будучи 

*Ф Энгельс, Анти-Дюринг, Госполитиздат, 1953. стр. 37. 

Если элементы двух множеств могут быть поставлены во взаимно одно¬ 
значное соответствие, то множества называются эквивалентными, или равно¬ 
мощными. 

„ Д^декинд говорил, что множество бесконечное, если оно эквивалентно 
какои-либо своей правильной части, и множество конечное, если оно не 
эквива іентно любой своей правильной части Каково бы ни было конечное 
ожество, его элементы шаг за шагом можно перебрать до конца. 
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присоединена к группе из семи предметов, дает группу, состоя¬ 
щую из двенадцати предметов. Как уже подчеркнул Энгельс, по¬ 
ложительная достоверность арифметических действий допускает 
материальную проверку при помощи счетных машин '. Совре¬ 
менные счетные машины подтверждают это еще лучше. 

Наряду с понятием количественного натурального .числа прак¬ 
тика постоянно требует применения понятия порядкового нату¬ 
рального числа. В действительном мире мы часто встречаемся с 
множествами вещей, о которых математики говорят, что они «ли¬ 
нейно упорядочены» так, как упорядочено множество количествен¬ 
ных натуральных чисел. Если мы желаем отсчитать посаженные 
вдоль дороги деревья, то начинаем отсчет с начала дороги, на¬ 
зываем деревья первым, вторым и т. д.; точно так же пересчиты¬ 
вают и другие, подобным же образом устроенные множества 
предметов. Следовательно, когда мы применяем понятие поряд¬ 
кового натурального числа, нам безразлично, о каких предметах 
мы говорим; важно только, чтобы множество предметов было 
линейно упорядочено, и притом так, как упорядочено по величине 
его элементов множество количественных натуральных чисел. Во 
всех случаях порядковое число выступает здесь как характери¬ 
стика места в таком линейно упорядоченном множестве. 

Только что сказанное о точности понятий и утверждений 
арифметики количественных натуральных чисел без вся¬ 
ких изменений можно отнести к понятиям и утверждениям ариф¬ 
метики порядковых натуральных чисел. 

Как количественные, так и порядковые натуральные числа яв¬ 
ляются количественными характеристиками дискретных 
величин — множеств, т. е. собраний обособленных друг от друга 
объектов. 

Длина, площадь, объем, количество теплоты — все это вели¬ 
чины, с которыми постоянно приходится иметь дело в разнообраз¬ 
ных областях знания и жизни. В обыденном истолковании и 
применении понятие величины — теперь говорят понятие ска¬ 
лярной величины — выступает в математике, как то, что мо¬ 
жет быть^ больше, равно или меньше. Таким образом, и понятие 
скалярной величины является чистейшим количественным опре¬ 
делением. 

Понятие скалярной величины даёт количественную характе¬ 
ристику непрерывных объектов, о которых еще Аристотель 
говорил, что их части связаны (поскольку конец одной является 
началом другой) и переходят одна в другую не скачком, а через 
все промежуточные части. 

Процесс постепенного образования (за счет присоединения 
одного объекта) конечных множеств привел к понятию ряда на¬ 
туральных чисел, а вместе с ним и к понятию бесконечности, как 

І953* стр 318 ЭТОМУ В0Пр0су Ф ‘ Эн гельс, Анти-Дюринг, Госполитиздат, 
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теперь говорят —актуальной бесконечности Неограничен¬ 
ная делимость непрерывных величин дает основание понятию о 
другой форме бесконечности — потенциальной. 

Что касается пространственных форм, то их безразличие к ка¬ 
чественному содержанию вещей еще более очевидно. Куску же¬ 
леза можно придать форму шара или куба. Шар можно сделать 
из дерева, глины и хрусталя. Еще Аристотель указывал, что медь, 
камень и т. п. не имеют никакого отношения к сущности круга, 
так как последний отделим от них. 

Каждая геометрическая фигура, например куб, является в 
принципе отражением бесчисленного множества реальных кубов. 
Геометрический куб — идеализированный образ, абстракция того 
общего в реальных кубах, среди которых имеются кубы все бо¬ 
лее и более правильной формы. 

Таким образом, понятия натурального числа, величины и гео¬ 
метрической фигуры в принципе имеют бесчисленное множество 
реальных прообразов с различным материальным содержанием. 
Этим свойством характеризуются и другие, более сложные, мате¬ 
матические понятия. Например, количественная характеристика 
вещей может меняться в зависимости от изменения различных 
обстоятельств, которые в свою очередь могут быть охарактери¬ 
зованы чисто количественным путем. Простейший тому пример — 
изменение пройденного телом пути в зависимости от времени. 
При этом оказывается, что характер изменения одной величины 
от другой может быть одним и тем же у весьма различных явле¬ 
ний природы. В случае равномерного движения путь прямо про¬ 
порционален времени; если производительность труда и число 
рабочих постоянны, количество вырабатываемой заводом продук¬ 
ции также прямо пропорционально времени. Все это является 
объективной основой понятия функциональной зависимости, ко¬ 
торая, таким образом, отражает только количественную сторону 
явлений и процессов природы. Естественно, что в общем опреде¬ 
лении функции выделяют на первый план идею соответствия 
элементов двух множеств, природа же элементов и закон их свя¬ 
зи оставляются без-внимания. Точно так же понятие производной 
является отражением скорости различных процессов, понятие 
определенного интеграла может дать выражение площади, объе¬ 
ма, работы силы и т. п. 

Знание отдельно рассматриваемых пространственных форм и 
количественных характеристик объектов и явлений природы не 
может удовлетворить даже простейших требований, какие предъ¬ 
являют к математике развивающиеся условия материальной жиз¬ 
ни людей. Например, много столетий назад примитивнейшая 
практика обмена потребовала от людей умения сравнивать по 
количеству различные группы вещей, соединять несколько.групп 

1 Чтобы осознать бесконечность ряда натуральных чисел, человечеству 
потребовались многие тысячелетия. Известно, например, что одно из сочине¬ 
ний Архимеда — Псаммит — посвящено доказательству этой истины. 
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в одну группу и т. п., т. е. делать то, что теперь в абстрактной 
форме мы выражаем словами: больше, меньше, равно; сложить, 
вычесть, умножить, разделить. Точно так же многовековая прак¬ 
тика измерения участков земли, вместимости тел, строительство 
зданий и ирригационных сооружений и т. п. научили людей, что 
знание геометрических фигур можно использовать наилучшим 
образом лишь тогда, когда последние изучены в их взаимных 
связях. Люди смогли вычислять площади прямоугольных участ¬ 
ков, когда установили, что площадь прямоугольника численно 
равна произведению основания на высоту. Фалес сумел измерить, 
расстояние до находящегося в море корабля, так как, по-види- 
мому, знал, что в прямоугольном треугольнике катеты равны, если 
его острые углы равны. Изучение свойств геометрических фигур, 
в их взаимных связях, заставляло людей идти все далее по пут» 
уяснения основных, самых общих свойств геометрических фигур. 

Чем шире и разнообразнее становилась практическая деятель¬ 
ность людей, а требования ее к математике сложнее, тем более 
принудительным для людей становится путь изучения количест¬ 
венных отношений и пространственных форм реального мира в их 
взаимных связях, на базе уяснения их основных свойств, т. е. 
путь теоретического развития математики. 

В процессе развития математики все более отчетливо высту¬ 
пал тот факт, что не только ее отдельно взятые понятия о числе. 
Величине, геометрической фигуре и т. п. безразличны к качест¬ 
венному содержанию предметов и явлений природы, но что этв- 
безразличие присуще и утверждениям математики, в которых от¬ 
ражены свойства количественных отношений и ееометрических' 
фиеур в их взаимных связях. Например, если люди находили чис¬ 
ло стрел или, скажем, число лошадей в табуне, результат счета. ' 
совершенно не зависел от природы подсчитываемых предметов. 

В этих и им подобных случаях он определялся количественными 
числами, полученными при первом и втором подсчетах, причем 
всегда а + Ь оказывалось равным Ь а. Свойства реальных тре¬ 
угольников, окружностей, правила измерения расстояний, пло¬ 
щадей й объемов тел также оказались безразличными к их ка¬ 
чественному содержанию (если, конечно, эти тела изменялись, 
настолько мало, что практически можно было считать их неиз¬ 
менными). 

Изучение натуральных и других видов чисел и геометриче¬ 
ских форм в их взаимных связях позволило устанавливать свой¬ 
ства чисел, величин и геометрических фигур. Уже в школе Пифа¬ 
гора изучались специфические свойства четных и нечетны*, про¬ 
стых и составных, совершенных, пифагоровых и других нату¬ 
ральных чисел. В дальнейшем изучаются свойства положительных 
и отрицательных, рациональных, алгебраических и трансцендент¬ 
ных действительных чисел и т. п. В евклидовой геометрии (по¬ 
том и в неевклидовых геометриях) устанавливаются специфиче¬ 
ские свойства треугольников, четырехугольников, окружности. 
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куба, конуса и других геометрических фигур, проводится класси¬ 
фикация их видов и т. п. 

Результаты таких, продолжающихся и в наше время, иссле¬ 
дований показали, что количественные отношения и пространст¬ 
венные формы реального мира и отражающие их понятия числа,, 
величины, геометрической фигуры, функции и т. п. сами обладают 
только им присущими качественными особенностями. Это, конеч¬ 
но, качество — не в его бычном, так сказать материальном истол¬ 
ковании (цвет, непроницаемость и т. п.); это качество са¬ 
мого количества. «Число,— писал Энгельс, есть чистей¬ 
шее количественное определение, какое мы только знаем. Но оно 
полно качественных различий» '. Последние обнаруживают себя 
при рассмотрении чисел в их взаимных связях, при сравнении, 
сложении, вычитании, умножении, делении, возведении в степень- 
и извлечении корня. Так обнаруживаются числа четные и нечет¬ 
ные, простые и сложные, в соответствии с чем'устанавливаются 
признаки делимости и т. п. «Отдельное число, — указывал Эн¬ 
гельс, — получает некоторое качество уже в числовой системе и 
сообразно тому, какова эта система» 2 . 

Сказанное о натуральных числах верно в отношении алгебры, 
геометрии, тригонометрии, аналитической геометрии, математиче¬ 
ского анализа и других математических дисциплин. Каждая из 
них изучает объекты своих исследований в их взаимосвязях, в 
связи с анализом и выделением их основных свойств. Практика 
заставила ученых пойти по этому пути еще дальше. Для разви¬ 
тия математики и для расширения области ее приложений ока¬ 
залось совершенно необходимым изучать объекты и методы раз¬ 
личных математических дисциплин в их взаимосвязях и опосред- 
ствованиях. 

В глубокой древности — в Египте, Вавилоне, Китае, Индии 
люди решали геометрические задачи при помогли правил арифме¬ 
тики. В тригонометрии свойства треугольника изучались не сами 
по себе, а в сопоставлении со свойствами круга. «Благодаря 
этому стороны и углы получают совершенно иные определенные 
взаимоотношения, которых нельзя было открыть и использовать 
без этого отнесения треугольника к кругу, и развивается совер¬ 
шенно новая, далеко превосходящая старую теория треугольни¬ 
ка... Это развитие тригонометрии из синтетической геометрии яв¬ 
ляется хорошим примером диалектики, рассматривающей вещи 
не в их изолированности, а в их взаимной связи» 3 . 

Математики древней Греции — Евдокс, Евклид, Архимед, 
Аполлоний и другие — провели глубокие исследования свойств, 
конических сечений (эллипса, параболы и гиперболы). Но они 
изучали конические сечения сами по себе и доказывали истин¬ 
ность относящихся к ним утверждений чисто геометрическим» 

і ф. Энгельс. Диалектика природы, Госполитиздат, 1955, стр. 206. 

* Т а м же, стр. 207. 

8 Там же, стр. 212. 
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методами, обоснование которых дано в «Началах» Евклида; 
Если иметь в виду возможности, какие открывались делу изуче¬ 
ния конических сечений в связи с применением только геометри¬ 
ческих методов Евдокса — Евклида, то надо признать, что древ¬ 
негреческие ученые использовали эти возможности с гениальным 
мастерством. До XVII в. математическая мысль не смогла стать 
выше уровня достижений древних греков в учении о конических 
сечениях. И это несмотря на наличие задач, которые с давних 
времен не удавалось решить средствами геометрической теории 
конических сечений *. 

В противоположность древним Декарт (и Ферма) стал изу¬ 
чать свойства конических сечений и других геометрических форм 
методами алгебры; возможность такого хода исследований обес¬ 
печивалась развитым им методом координат. Декарт разработал 
для своего времени общий метод изучения геометрических форм, 
решил задачи, которые раньше никто решить не мог, значитель¬ 
но расширил рамки исследований древних и создал необходимые 
предпосылки к развитию дифференциального и интегрального 
исчислений. Аналитическая геометрия Декарта оказалась суще¬ 
ственно необходимой для развития астрономии и механики. 

Не менее существенно обратное воздействие геометрии на раз¬ 
витие различных разделов анализа. Общая теория пропорций и 
метод исчерпывания были разработаны Евдоксом — Архимедом 
для решения основных вопросов геометрии. Но эти методы в даль¬ 
нейшем способствовали развитию учения о действительных числах 
и теории пределов. Попытки ученых XVI—XVII вв. разработать 
способ проведения касательных к кривым, а также задачи на 
вычисление площадей и объемов фигур, на максимум и минимум 
вместе с проблемами механики и оптики привели в конце XVII в. 
к открытию дифференциального и интегрального исчисления 
(Лейбниц — Ньютон) 2 . Лобачевский использовал идеи развитой 
им неевклидовой геометрий для вычисления большого числа слож¬ 
ных интегралов 3 . Риман успешно решал проблемы теории функ¬ 
ций комплексного переменного, изучая и иллюстрируя свойства 
этих функций на так называемых римановых поверхностях \ 

Таким образом, все успехи математики обусловлены тем, что 
она изучала и изучает количественные отношения и простран¬ 
ственные формы реального мира диалектически, в их взаимосвя¬ 
зях, на базе изучения их качественных особенностей и основных 
свойств. 


Здесь в первую очередь имеется в виду так называемый «вопрос. Пап- 
па» (Папп — александрийский ученый III в. н. э), которым, по его свиде¬ 
тельству, занимались Евклид и Аполлоний, но общего ответа дать не смогли. 
См. по этому вопросу Д е к а р т. Геометрия, кн. I, М. — Л., 1938. 

2 См. Г. Г. Цейтен, История математики в XVI и XVII вв. ГТТИ, 
1933. См. также другие руководства по истории математики, например. Шере¬ 
метьевского. 

3 См. Н. И. Лобачевский. Сочинения, ГТТИ, 1951, т. 5. 

4 См. Б. Риман. Сочинения, Огнз, М, — Л., 1948. 
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На этом пути математика прошла четыре основных этапа •: 

С начала своего возникновения в течение многих тысячеле¬ 
тий математика не была систематизированным знанием; она была 
собранием отдельных элементарных фактов, установленных 
эмпирически в земледелии, при постройках, во время наблюде¬ 
ния хода звезд и планет и т. п. Люди в лучшем случае поднима¬ 
лись до осознания некоторых связей, присущих тем или иным 
количественным отношениям и про¬ 
странственным формам действитель¬ 
ного мира. Например, примерно за 
2000 лет до нашего летосчисления 
вавилоняне знали «теорему Пифаго¬ 
ра» и применяли ее при решении не¬ 
которых задач. Вавилоняне знали,- 
что вписанный в окружность и опи¬ 
рающийся на диаметр угол содер¬ 
жит 90°. Учитывая этот факт и ис¬ 
пользуя «теорему Пифагора», они 
умели решать задачу: зная длину 
окружности и длину «стрелки» СП, 
найти длину хорды АВ (черт. 2). 

Однако сомнительно, чтобы они 
могли эти и им подобные теоремы 
доказать, обеспечивая их истинность логическим сведением к 
истинности каких-то исходных посылок 2 . 

Математика как систематизированное знание, как 
наука получила развитие впервые, по-видимому, в древней Гре¬ 
ции, примерно в V в. до нашего летосчисления. Ее объектом 
были числа (у древних греков только положительные целые и 
дробные, в Индии, кроме них, отрицательные и иррациональные), 
непрерывные величины (длины, площади, объемы, время) и эле¬ 
ментарные геометрические фигуры, изучаемые в обычной трех¬ 
мерной геометрии Евклида. Древние греки развили систему 
геометрии, бессмертное выражение которой дал Евклид в своих 
«Началах». На базе геометрии они строили учение о числе, 
элементарную алгебру и тригонометрию. Эти науки развивались 
также в Китае, Индии, у народов Средней Азии и Закавказья, а 
затем и в Западной Европе. 

Народы Китая и Индии отклонились от пути развития мате¬ 
матики как системы, по которому шли древние греки: они ста¬ 
вили на первое место не геометрию, а вычислительную матема¬ 
тику с её алгоритмической культурой. Это дало много новых ре¬ 
зультатов в арифметике, алгебре и тригонометрии. Напомним 


1 Поскольку материальные источники развития математики были установ¬ 
лены раньше, здесь мы останавливаемся только на развитии предмета иссле¬ 
дований математики. 

2 Сказанное можно повторить о начальном периоде развития математики 
в других странах, как Китай и Индия. 
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только, что во, всех этих странах получили развитие: десятичная 
система счисления и десятичные дроби; положительные и отри¬ 
цательные величины и иррациональные величины; способы извле¬ 
чения корней и бином Ньютона; способы решения систем линей¬ 
ных уравнений и уравнений высших степеней; понятия об основ¬ 
ных тригонометрических величинах, некоторые их соотношения,и 
достаточно, точные таблицы их значений; методы решения до¬ 
вольно сложных задач теории чисел *. 

В IV—II вв. до н. э. в древней Греции исследовались и кони¬ 
ческие сечения и использовался инфинитезимальный прием вы¬ 
числения площадей и объемов (метод исчерпывания). Впослед¬ 
ствии конические сечения изучались у народов Средней Азии. Но 
основной направленности математики как математики постоянных 
величин эти исследования не нарушали (они связывались с изу¬ 
чением свойств неизменяемых геометрических форм) и идею пе¬ 
ременной величины явно не использовали. 

Следующий: коренной сдвиг в развитии математики произо¬ 
шел в XVII, в. В это время в математике господствующее 
положение заняли понятие переменной величины й идея преоб¬ 
разований геометрических фигур. Эта революция подготовлялась 
многовековым развитием математики постоянных величин вплоть 
до XVII в., была вызвана к жизни материальными потребностя¬ 
ми эпохи Возрождения и нашла свое наиболее отчетливое выра¬ 
жение сперва в аналитической геометрии Декарта (Ферма), поз¬ 
же в дифференциальном и интегральном исчислении Ньютона и 
Лейбница. 

«Поворотным пунктом в математике, — писал Ф. Энгельс, — 
была декартова переменная величина. Благодаря этому в мате¬ 
матику вошли движение и диалектика и благодаря этому же ста¬ 
ло немедленно необходимым дифференциальное и интегральное 
исчисление, которое тотчас и возникает и которое было в общем 
и целом завершено, а не изобретено Ньютоном и Лейбницем» 1 2 . 

Развитие аналитической геометрии, дифференциального и ин¬ 
тегрального исчислений позволило математикам XVIII и первой 
половины XIX в. построить грандиозное здание высшей матема¬ 
тики, методы которой существенно помогли механике, физике, 
другим наукам и технике решить многие сложные проблемы и 
тем самым прямо и косвенно способствовали развитию промыш¬ 
ленности и торговли и других видов деятельности людей. 

Занявшие ведущее положение идеи и методы высшей матема¬ 
тики в течение XVII, XVIII и первой половины XIX в. оказали рево¬ 
люционизирующее влияние и на развитие математики постоян¬ 
ных величин. Понятие числа получило существенное обобщение: 
были развиты арифметики различных видов чисел, вплоть до ги¬ 
перкомплексных. Получила развитие теория логарифмов (табли- 

1 См. статьи А. П. Юшкевича о математике народов Средней Азии 
и Китая. «Историко-математические исследования», вып. IV и VIII, 1951, 1955. 

2 Ф. Энгельс, Диалектика природы, Госполитиздат, 1955, стр. 206. 



цы последних стали составлять при помощи методов теории ря¬ 
дов) . В элементарной геометрии были решены задачи тысячелет¬ 
ней давности; показано, что трисекция угла и удвоение куба не 
могут быть осуществлены при помощи циркуля и линейки *. Ис¬ 
ключительное развитие получила алгебра. Напомним следующие 
факты: Тарталья и Феррари разработали общие способы реше¬ 
ния целых алгебраических уравнений третьей и четвертой степе¬ 
ней. Абель доказал, что целые алгебраические уравнения выше 
четвертой степени в общем виде в радикалах вообще не разре¬ 
шимы. Особое развитие получили методы приближенного вычис¬ 
ления корней уравнений. Благодаря Эйлеру тригонометрия пре¬ 
одолевает ограниченность трактовки ее предмета, как науки толь¬ 
ко о решении треугольников, включает в себя учение о тригоно¬ 
метрических функциях. Создается теория чисел. 

Следующий этап в развитии предмета математики датирует¬ 
ся преимущественно от исследований Лобачевского и Бойяи в 
неевклидовой геометрии, Галуа в алгебре, Понселе в проектив¬ 
ной геометрии, Бойяи, Грассмана и Гамильтона в учении о 
комплексных и гиперкомплексных числах. Исследования на¬ 
званных и других гениальных ученых первой половины XIX 
столетия показали, чт<з для дальнейшего развития математики и 
ее приложений необходимо перейти к изучению еще более общих 
свойств количественных отношений и пространственных форм 
реального мира. Чтобы понять смысл этого поворота математики 
в сторону изучения свойств количественных отношений и про¬ 
странственных форм еще большей общности и уяснить его зна¬ 
чение, мы рассмотрим некоторые примеры. 

Рассмотрим сначала предмет исследований арифметики на¬ 
туральных чисел. Для этого обратимся к системе аксиом Пеано, 
которая выражает основные свойства порядковых натуральных 
чисел 1 2 . Система аксиом Пеано содержит пять аксиом и два 
определения. 

Аксиомы: 

I. 1 является натуральным числом. 

II. Для каждого числа а существует следующее за ним чис¬ 
ло а*. 

III. 1 не следует ни за каким числом, т. е. для любого числа 
а имеет место соотношение: а* ф 1. 

IV. Из а* = Ь * следует: а = Ь. 

V. Аксиома индукции: если некоторое множество натураль¬ 
ных чисел, содержащее число 1, вместе с числом а содержит 
также следующее число а*, то оно содержит все натуральные 
числа. 


1 Невозможность квадратуры круга при помощи циркуля и линейки бы¬ 
ла установлена во второй половине XIX в. 

2 Эта система аксиом была разработана Пеано в конце XIX в. 
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Определения: 

I. Определение сложения. Сопоставим однозначно паре чисел 
а и Ь третье число, которое мы обозначим через а + Ъ, так ,чтобы 

0+1 = 0 * для каждого числа а, 
а + Ъ* = (а + Ъ)* для любых чисел а и Ъ. 

II. Определение умножения. Сопоставим, как и выше, паре 
чисел а и Ь третье число, которое мы обозначим через а • Ь, 
так чтобы 

а-1 = а для каждого числа а , 
а - Ь* = а • Ь + а для любых чисел а и Ь. 

При помощи указанных аксиом и определений доказывают 
основные законы порядковых натуральных чисел, как-то: ассо¬ 
циативность, коммутативность и дистрибутивность 

Легко, однако, показать, что система аксиом Пеано выражает 
основные свойства не только порядковых, но и количественных 
натуральных чисел. Для этого необходимо рассматривать первое 
число как единицу, предшествующее — как меньшее, последую¬ 
щее— как большее и под большим на единицу числом понимать 
непосредственно следующее число. Точно атак же необходимо пе¬ 
рейти от обычного понимания сложения и умножения порядко¬ 
вых чисел к новому их пониманию, соответственно природе коли¬ 
чественных чисел. 

. Аналогично можно доказать, что- система аксиом Пеано вы¬ 
ражает некоторые свойства и подпоследовательности натураль¬ 
ных чисел. 

2 \ 2 2 , 2 3 . 2 %.. 

Таким образом система аксиом Пеано не связана органи¬ 
чески только с порядковыми натуральными числами. Она опи¬ 
сывает нечто общее как у порядковых, так и у количествен¬ 
ных чисел и у некоторых других областей объектов. В чем же 
сущность этого общего? Когда при помощи аксиом и определе¬ 
ний Пеано мы доказываем, скажем, закон коммутативности, нам 
совершенно безразлично, каково реальное содержание объектов 
а и Ь и каков конкретный смысл операции сложения. Будут ли 
это порядковые или количественные числа и соответственно это¬ 
му будет ли знак + означать то, что бн означает для порядко¬ 
вых или количественных чисел, — при доказательстве мы исполь¬ 
зуем только одинаковую форму связей, внутреннее устройств© 
системы натуральных (количественных и порядковых) чисел. 
Именно эта форма связей, структура отношений, общая у коли- 


1 См., например, «Энциклопедия элементарной математики», т. 1, нзд. 
АПН РСФСР, М. — Л., 1951 ;И. В. Проскуряков, Понятие множества, 
группы, кольца и поля. Теоретические основы арифметики, гл. III. Некоторые 
авторы включают в ряд натуральных чисел нуль; соответственно этому меня¬ 
ются формулировки указанных аксиом и. определений сложения и умножения 
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чественных и порядковых чисел, и описывается в системе аксиом 
Пеано. Обычно говорят, что система аксиом Пеано допускает 
многие интерпретации. Этим хотят сказать, что система, 
аксиом Пеано описывает структуру отношений объектов, общую 
у различных областей вещей, каждая из которых подобна мно¬ 
жеству порядковых натуральных чисел. 

Чтобы эту общую структуру абстрагировать и описать в аксио¬ 
мах и основных определениях, Пеано был вынужден сделать 
переменными не только числа (числа порядковые, количе¬ 
ственные) , но также отношения и связи между ними (для поряд¬ 
ковых чисел а > Ь означает, что а следует за Ъ, для количествен¬ 
ных, что а больше бит. д.). 

Указанная общность присуща не только законам арифметики 
натуральных чисел. Например, арифметика комплексных чисел 
описывает форму связей, которые справедливы как для векторов, 
расположенных на плоскости, так (при некоторых условиях) и 
для всевозможных пар (а, Ь), элементами которых являются дей¬ 
ствительные числа. До тех пор пока этот факт не осознали и по 
традиции пытались истолковать операции над комплексными чис¬ 
лами в обычном количественном (арифметическом) смысле, по¬ 
следние, как казалось, приводили к парадоксам, противоречиям. 
Когда указанный факт осознали, объективность утверждений 
арифметики комплексных чисел стала вне сомнений и это обсто¬ 
ятельство расчистило путь разработке арифметики гиперкомп- 
лѳксных чисел. 

Элементарное пространственное представление связывает 
свойства, выражаемые предложениями евклидовой геометрии, 
только с наглядными представлениями точек, прямых и плоско¬ 
стей. Иначе говоря, может показаться, что свойства объектов, 
изучаемых в геометрии, принадлежат только точкам, прямым и 
плоскостям в их обычном представлении и ничему больше. Такое 
представление исторически обусловлено: еще в первой половине 
XIX столетия большинство математиков считало геометрию науч¬ 
ной дисциплиной, изучающей только образования из тех точек, 
прямых и плоскостей, которые Евклид описал в своих «Нача¬ 
лах» Доказательство ошибочности этого представления являет¬ 
ся одним из крупнейших достижений математики XIX столетия 
и имеет исходным пунктом работы Лобачевского, Гаусса, Бойяи 
и Понселе. Точки, прямые и плоскости с их отношениями при 
обычном их понимании являются одной из возможных интер¬ 
претаций геометрии Евклида. Чтобы в этом убедиться, мы вкрат¬ 
це укажем на две интерпретации планиметрии Евклида, отлича¬ 
ющиеся от ее обычной интерпретации. 

Рассмотри^ первую интерпретацию. Будем понимать под 
«точками» точки проективной плоскости за исключением какой- 
либо одной точки (назовем ее О), которую мы выбросим. 


1 См. письмо Гаусса к Бесселю от 9 апреля 1830 г. 
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«Прямыми» будем называть всевозможные окружности и прямые, 
которые проходят через выброшенную точку О (черт. 3 и 4). 
Указанные «прямые» отличаются от обычных прямых. Тем не 
менее эти «точки» и «прямые» удовлетворяют всем плоскостным 
аксиомам геометрии Евклида '. Остановимся только на выполни¬ 
мости общеизвестных аксиом. 

Всякие две точки А и В определяют или одну окружность, 
или одну прямую, проходящую через точку О. Поэтому мы 

вправе сказать, что через две 
«точки» можно провести един¬ 
ственную «прямую». 

Рассмотрим «прямую» а и вне 
ее «точку» А (черт. 4). Спраши¬ 
вается: сколько можно провести 
' «прямых» через «точку» А, па¬ 
раллельных «прямой» а? Парал¬ 
лельные прямые нигде не пересе¬ 
каются. Следовательно, мы отве¬ 
тим на вопрос, если укажем все 
окружности и прямые, которые, 
проходя через точки А и О (точка 
О выброшена!), не будут пересе¬ 
каться с окружностью а. Но толь¬ 
ко одна окружность (или пря¬ 
мая), касающаяся окружности а 
в точке О, обладает таким свой¬ 
ством. Следовательно, через «точку» А можно провести только 
одну «прямую», параллельную «прямой» а. 




1 Изложение системы аксиом Евклида см. в «Основаниях геометрии» 
Д. Гильберта, русск. пер. 1923 (или 1948). Можно воспользоваться приложе¬ 
нием к настоящим «Очеркам» (стр. 217—221). 
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Если теперь понимать под «длиной» «отрезка» АВ число 
АВ = 2г (сі% | — сі§ | ),.то «прямые» не только станут бес¬ 
конечными, но для них окажутся справедливыми все свойства, 
которые описываются в аксиомах равенства и непрерывности, 
(черт. 5-). 

Таким образом, область наших «точек» и «прямых» является 
интерпретацией планиметрии Евклида. Благодаря этому все тео¬ 
ремы, которые можно доказать при помощи плоскостных аксиом 
Евклида, будут справедливы 
для треугольников, четырех¬ 
угольников и т. п., которые 
можно построить из «точек» и 
«прямых». 

Рассмотрим вкратце вторую 
интерпретацию евклидовой пла¬ 
ниметрии. В плоскости декар¬ 
товых координат каждой точке 
соответствует пара действитель¬ 
ных чисел (называемых коор¬ 
динатами точки), и обратно: 
каждой паре действительных 
чисел соответствует одна и 
только одна точка плоскости. 

Прямой соответствует уравне¬ 
ние Ах + Ву = С (где А 2 4- Черт. 5 

+ В 2 ф0), которому удовлетво¬ 
ряют координаты любой точки, лежащей на прямой. Поэтому 
можно сказать, что прямой соответствует отношение трех чи¬ 
сел (А: В: С), причем условием того, что точка (х 0 , г/о) 
лежит на прямой (А: В: С), является выполнимость равенства 
Ах о + Вуд = С. Обратно: каждому отношению трех действитель¬ 
ных чисел А, В и С (где А 2 -\- В 2 ф 0) соответствует в плоскости 
координат одна и только одна прямая. Всякое свойство, прису¬ 
щее точкам и прямым, находит себе некоторое соответствующее 
свойство пар чисел {х 0 , уо) и отношений троек чисел {А : В : С). 
Так, например, факту пересечения двух прямых, т. е. наличию у 
них одной общей точки, соответствует существование единствен¬ 
ного решения некоторой системы уравнений 
А\Х -(- В іУ = Сі, 

А%х — В 2 у — 

Напротив, если прямые параллельные и не совпадают, то систе¬ 
ма не имеет решений. , 

Обратно, вообще говоря, каждому предложению, которое 
можно высказать относительно пар действительных чисел и 
Уравнений первой степени, соответствует некоторое геометриче¬ 
ское свойство, присущее точкам и прямым. И как точки и пря- 
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мые подчиняются плоскостным аксиомам геометрии, так подчи¬ 
няются этим же аксиомам пары действительных чисел и отноше¬ 
ния троек действительных чисел. Короче говоря, аналитическая 
геометрия на плоскости есть одна из возможных интерпретаций 
планиметрии Евклида. 

Точно так же известны различные области объектов, формы 
связей между которыми описываются неевклидовыми геометри¬ 
ями. Например, если исходить от всей шаровой поверхности и 
рассматривать всякую пару диаметрально противоположных то • 
чек как одну точку, то легко получить интерпретацию римановой 
плоскости *. 

Итак, исходные понятия и положения геометрических теорий 
также допускают различные интерпретации, причем среди них 
имеются интерпретации и арифметической природы. Чтобы вы¬ 
делить общие всем таким интерпретациям законы геометриче¬ 
ской теории, надо сделать переменными не только понятия то¬ 
чек, прямых, плоскостей и других геометрических объектов, но 
соответственно этому менять, делать переменными и понятия от¬ 
ношений между ними: «лежит на», «между», «параллельный» 
и т. п. Практическая важность выделения таких общих законов 
исключительна. Только на этой основе удалось установить недо¬ 
казуемость аксиомы параллельности, развить геометрические тео¬ 
рии, по основным принципам отличающиеся от геометрии Евкли¬ 
да. Известно вместе с тем, что развитие современных физических 
теорий существенно зависит от содержания этих геометрических 
теорий; так, например, теория относительности зависит от 
неевклидовых геометрий. 

Каждую интерпретацию любой геометрической теории теперь 
называют математическим «пространством». Поэтому естественно 1 
поставить вопрос: в каком отношении находятся все математи¬ 
ческие «пространства» к реальному пространству 2 . 

Современная геометрия знает три основных типа математи¬ 
ческих «пространств»: метрическое, проективное и топологиче¬ 
ское. К понятию об этих «пространствах» геометры пришли на 
базе тысячелетних изысканий, имевших целью установить те 
существенные свойства пространства, которые остаются неизмен¬ 
ными при различных преобразованиях фигур. 

Обычная геометрия изучает преимущественно свойства фигур,, 
которые связаны с понятием измерения (длины, площади и объе¬ 
ма). Такие свойства фигур называют метрическими и, соответ¬ 
ственно этому, обычную геометрию называют метрической. 


1 См. приложение к настоящим «Очеркам» (стр. 217—228), содержащее 
интерпретацию планиметрии Лобачевского. 

2 На поставленный вопрос ряд авторов дал исчерпывающий ответ. См. 

А. Н. К о л мо г о р о в, Математика, БСЭ, т. 38, изд. 1. П. С. А л е к с а н д- 
ров и В. А. Ефремович, Очерк основных понятий топологии, ОНТИ„ 
1936, и их же работу «О простейших понятиях современной топологии». 
ОНТИ, 1935 • 
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Каждая интерпретация евклидовой геометрии дает нам пример 1 
метрического «пространства». Геометрии Лобачевского и Рима¬ 
на также метрические, и их интерпретации дают примеры метри¬ 
ческих «пространств». Различие между обычной геометрией и' 
геометриями Лобачевского и Римана обусловлено различием тех 
способов, согласно которым измеряют длины, площади и объемы. 
Установление этих способов измерения не является делом про¬ 
извола, а всецело зависит от свойств объектов интерпретаций" 
названных геометрий. 

С практической точки зрения метрические свойства геоме¬ 
трических фигур крайне важны. Но как свойства реального про¬ 
странства они являются не самыми глубокими. Развитие проек¬ 
тивной геометрии показало существование широкого класса 
свойств геометрических фигур, так называемых проективных 
свойств, которые не зависят от длин, площадей, объемов и т. п.,. 
т. е. от метрических свойств пространства. Независимость проек¬ 
тивных свойств от метрических выражается в том, что любые 
проективные преобразования фигуры, не искривляющие прямых 
линий, оставляют их неизменными, но, вообще говоря, нарушают 
метрические свойства этой фигуры. Чтобы выделить и исследо¬ 
вать проективные свойства пространства в чистом виде (сами' 
по себе), проективная геометрия оставляет без внимания, совер¬ 
шенно отвлекается от метрических свойств фигур. В соответ¬ 
ствии с- этим каждую интерпретацию проективной геометрии 
называют проективным «пространством». 

В поисках еще более существенных, стойких свойств, способ¬ 
ных выдерживать все более глубокие преобразования фигур, 
пришли к исследованию топологических свойств пространства. 
Топологическими свойствами называют такие свойства, которые 
остаются неизменными при любых взаимно однозначных и вза¬ 
имно непрерывных преобразованиях фигур; их изучает тополо¬ 
гия. К числу топологических свойств,, например, относятся раз¬ 
мерность и связность пространства. Благодаря этому под 
топологическим «пространством» понимают множество каких 
угодно элементов (их называют «точками»), в котором определе¬ 
но понятие непрерывности. Естественно, что при развитии топо¬ 
логии отвлекаются не только от метрических, но и от проектив¬ 
ных свойств пространства. 

Таким образом математические «пространства» являются' 1 
абстракцией от реальных пространственных форм. Создавая раз¬ 
личные математические «пространства», математики абстраги¬ 
руют отдельные классы свойств реального пространства и изу¬ 
чают их или их подклассы в чистом виде, сами по себе. 

Отсюда следует, что только все геометрические теории в- 
принципе могут дать отображение свойств реального простран¬ 
ства в целом. Однако эта возможность не может быть реализо¬ 
вана средствами одной математики. Развитие теории относитель¬ 
ности показало, что изучение свойств реального пространства в 
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целом может быть , достигнуто применением минимума двух наук: 
геометрии и физики. Поэтому правильнее говорить (как и сказа¬ 
но в определении Энгельса), что математика изучает простран¬ 
ственные формы, но не пространство. Этот вывод Энгельса, под¬ 
твержденный современной физикой, вполне естествен: про¬ 
странство есть форма бытия материи; благодаря этому ее полное 
изучение не может быть изолировано от изучения свойств' и форм 
движения материи. 

К сказанному надо добавить только следующее. Рассматри¬ 
вая различные интерпретации планиметрии Евклида, мы видим, 
что в их числе находятся области объектов не пространственной 
природы. Это показывает, что понятие математического «простран¬ 
ства» не должно сводиться только к области пространственных 
форм, благодаря чему вполне естественно рассмотрение различ¬ 
ного рода п-мерных и тому подобных пространств. Изучение 
таких пространств оказалось исключительно плодотворным, при¬ 
мером чему может служить понятие о счетно-мерном простран¬ 
стве, возникшее в функциональном анализе. 

Таким образом с чисто логической точки зрения 
каждая математическая дисциплина изучает не видовые осо¬ 
бенности объектов и отношений между ними ее интерпретаций, 
а изучает только структуру отношений, формы свя¬ 
зей, в которых выступают объекты любой ее интерпретации; 
эти формы связей являются абстракциями от количествен¬ 
ных отношений и пространственных форм материального мира. 
Поэтому, обратно, каждая математическая дисциплина может 
применяться к изучению различных областей объектов, лишь бы 
только структура отношений во всех этих областях была одина¬ 
ковой. В терминах математики можно сказать, что под понятия 
основных объектов каждой математической теории можно под¬ 
водить любые вещи, если, . во-первых, соЬтветствѳнно природе 
этих вещей придать определенный смысл понятиям отношений, 
в которых выступают объекты, и, во-вторых, если при этом остает¬ 
ся в силе структура отношений, описанная в основных посыл¬ 
ках этой теории. 

Каждая математическая дисциплина связана с областями 
вещей, которые имеют тождественную структуру. Естественно 
поставить вопрос, в чем заключена сущность тождества струк¬ 
тур, что гарантирует тождество структуры двух областей объек¬ 
тов? Ответ на этот вопрос дает нижеследующее определение по¬ 
нятия изоморфизма 1 : 

Пусть А и В — две области объектов, которые рассматрива¬ 
ются с некоторыми определенными для них отношениями. До¬ 
пустим что: 

1- Каждому объекту а области А соответствует один объект 
о области В и наоборот. 

1 Это определение изоморфизма дано в статье А. Н. Колмогорова. 
Математика, БСЭ, т . 38, изд. 1. / г . 
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2. Каждому отношению, рассматриваемому в области А, со¬ 
ответствует определенное отношение в области В и наоборот. 

3. Если некоторые объекты аі, <32,— области А связаны отно¬ 

шением <рі (аі, <32,—)• то соответствующие элементы области В 
связаны соответствующим отношением фі {Ь\, и наоборот. 

В этом случае говорят, что области Л и В изоморфны. Это и 
означает, что их структуры тождественны, что каждая из них мо¬ 
жет служить интерпретацией одной и той же математической тео¬ 
рии. Как мы видели, простейшим примером этого рода могут слу¬ 
жить количественные и порядковые натуральные числа. Каждому 
количественному числу п отвечает вполне определенное порядко¬ 
вое. число п и наоборот. Хотя арифметические действия имеют для 
количественных и порядковых чисел различный смысл, но, ска¬ 
жем, складывая или умножая порядковые числа, соответствую¬ 
щие двум количественным числам, получают порядковое число, 
соответствующее сумме или произведению взятых количествен¬ 
ных чисел. Благодаря этому области количественных и поряд¬ 
ковых натуральных чисел являются интерпретациями одной и 
той же системы аксиом, именно системы аксиом Пеано. Область 
всевозможных пар действительных чисел ( х , у) и отношений 
троек чисел (А: В : С) изоморфна точкам и прямым плоскости; 
благодаря этому аналитическая геометрия на плоскости и обыч¬ 
ные точки и прямые плоскости являются интерпретациями одной 
и той же планиметрии Евклида. 

Другой пример изоморфного отображения дает принцип двой¬ 
ственности в проективной геометрии, так как проективное про¬ 
странство может быть изоморфно отображению на самого себя 
с превращением точек в плоскости, а плоскостей в точки. По 
этой причине теоремы проективной геометрии остаются в силе, 
если в их формулировках всюду точки замениіъ. плоскостями и, 
наоборот, плоскости точками. Наконец, всем известно представ¬ 
ление комплексных чисел в виде или пар (а, Ь) действительных 
чисел, или при помощи векторов, расположенных в плоскости. 
Это возможно благодаря тому, что как множество всех пар (<з, Ъ) 
действительных чисел, так и множество векторов плоскости пред¬ 
ставляют собой изоморфные интерпретации арифметики ком¬ 
плексных чисел. 

Иногда говорят, что математика изучает объекты с точно¬ 
стью до изоморфизма. Это утверждение является простым пре¬ 
увеличением. Система аксиом Пеано не может полностью от¬ 
крыть нам содержание конкретной природы количественных или 
порядковых чисел. Зная эту систему аксиом, доказав при ее по¬ 
мощи основные теоремы, мы, тем не менее, не сможем сказать, 
что такое количественные и порядковые числа, в чем смысл 
справедливых для них операций сложения и вычитания. Столь 
же бессильна аксиоматически обоснованная геометрия, когда 
Речь идет о конкретном представлении шара, листа Мебиуса и т. п. 

Аксиоматизированные арифметика и геометрия дают нам зна- 
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яие об общих формах, присущих этим вещам связей, их же кон¬ 
кретная природа может быть познана только на основе анализа 
соответствующих им количественных отношений .и пространствен¬ 
ных форм реального мира. Более того, каждый математик знает,, 
что без понимания конкретных количественных отношений и про¬ 
странственных форм, без расширения запаса знаний о них, невоз¬ 
можно и успешное развитие аксиоматически (более общим обра¬ 
зом формально 1 ) обоснованных математических теорий. Содер¬ 
жание математики складывается из все растущих знаний о кон¬ 
кретных количественных отношениях и пространственных формах 
действительного мира и из описывающих общие формы их связей 
математических дисциплин. В дальнейшем мы увидим, что эти 
два «слагаемые» математики взаимообусловливают свое разви¬ 
тие, причем в основе этого взаимодействия лежат знания о кон¬ 
кретных количественных отношениях и пространственных формах 
реального мира. у 

В заключение отметим следующее. Когда говорят о материа¬ 
листическом понимании предмета математики, часто представ¬ 
ляют дело так, как будто математика изучает только существую¬ 
щие количественные отношения и пространственные формы ре¬ 
ального мира. Это представление ошибочно. Математика изучает 
количественные отношения и пространственные формы как суще¬ 
ствующие, так и те, которые можно сконструировать. Каждый 
математик скорее похож на инженера-конструктора, чем на ху¬ 
дожника: он познает законы количественных соотношений и про¬ 
странственных форм реального мира, чтобы конструировать, и, 
конструируя, познает. В природе никто никогда не видал кривой, 
хотя бы отдаленно напоминающей кривую Пеано, целиком запол¬ 
няющую квадрат. Но Пеано построил эту кривую и тем исчерпал 
вопрос о ее существовании. Никто не видал неархимедовы «прост¬ 
ранства», но математики «создали» их. Сказанному, казалось бы, 
можно противопоставить простое замечание: «разве никто не ви¬ 
дал квадрата, из точек которого Пеано создал свою кривую? Раз¬ 
ве мы раньше не знали объектов, из которых состоят интерпре¬ 
тации неархимедовых геометрий? Безусловно знали! Но знание 
кирпичей ничего еще не говорит о том, каким будет строящееся 
здание». 

Нет необходимости при этом особо подчеркивать, что творче¬ 
ское, действенное отношение математиков к изучаемой ими сто¬ 
роне реального мира не означает «создания» или «конструирова¬ 
ния» ими новых законов природы. 

§ 6. О значении математики для развития других наук, 
техники и жизни людей 

До сих пор мы говорили преимущественно о реальных причи- ' 
нах и усло виях развития математики. При этом, конечно, шла ^ 

м Р смысле формального (в частности аксиоматического) обоснования І 

ематики см. первую главу второй части настоящих «Очерков». I 
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речь и о значении математики для техники, науки и жизни лю¬ 
дей. Здесь мы сделаем несколько специальных замечаний в части 
последнего вопроса и подведем итог сказанному о закономерно¬ 
стях развития и предмете исследований математики. 

Возникнув, математическая теория оказывает (может оказы¬ 
вать,) пр.ямое или косвенное влияние на развитие производитель¬ 
ных сил, классовой борьбы, других наук и философии, если к 
этому имеются соответствующие обществен¬ 
ные условия. 

«Но, как и во всех других областях мышления, — писал 
Ф. Энгельс, — законы, абстрагированные от реального мира, на 
известной ступени развития отрываются от реального мира, про¬ 
тивопоставляются ему как нечто самостоятельное, как явившиеся 
извне законы, с которыми мир должен сообразоваться. Так было 
с обществом и государством, так, а не иначе, чистая математика 
применяется впоследствии к миру, хотя она заимствована из это¬ 
го самого мира и только выражает часть присущих ему форм 
связей,—и собственно только поэтому может вообще приме¬ 
няться» К 

Рассмотрим сначала вопрос о значении математики для раз¬ 
вития других наук и техники. 

Нередко философы-идеалисты трактуют взаимоотношения ко¬ 
личества с качеством упрощенно: они считают их внешне сосу¬ 
ществующими в вещах и отсюда заключают, что качественные и 
количественные изменения вещей не связаны друг с другом. Это 
неверно. Каждая вещь или явление является единством своего 
качественного и количественного содержания. Нет количественно 
неопределенного качества; не существует чистого, качественно 
неопределенного количества. Более того, между количественными 
и качественными изменениями существует закономерная связь: 
качеству вещи или явления природы отвечают определенные коли¬ 
чественные отношения; достигнув определенных границ, измене¬ 
ние количества влечет изменение качества и наоборот. Примеры 
таких переходов можно заимствовать из любой области явлений 
как органического, так и неорганического мира. Яркий пример 
такой взаимозависимости дает периодическая система элементов 
Д. И. Менделеева. Однако разное качественное содержание мо¬ 
жет выступать в одних и тех же количественных отношениях или 
пространственных формах и в известных для каждого случая осо¬ 
бых границах изменение количества не влечет за собой изменение 
качества и наоборот. В этом и только в этом смысле мы говори¬ 
ли ранее о безразличии количества к качеству. 

Поскольку количество и качество вещей и явлений природы 
Друг с другом связаны и при определенных условиях переходят 
Друг в друга, то использование методов математики в различных 
научных теориях и технике может давать и, мы знаем, дает много- 


1 Ф. Энгельс, Анти-Дюринг, 1953, стр. 37. 
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чрсленные важнейшие результаты. Более того, в силу известного" 
безразличия количественных соотношений и пространственных 
форм вещей и явлений природы к их качественному содержанию,, 
поле применения методов математики почти необозримо, в прин¬ 
ципе они могут быть используемы не только в других разделах, 
естествознания, но и в социальных науках. Математика аб¬ 
страктная, общезначимая наука. 

Надо, однако, помнить, в чем сила методов математики, в том 
же и их слабость. Без использования объективно¬ 
го содержания законов науки и техники мето¬ 
ды математики ничего дать, последним не мо¬ 
гут (если, конечно, речь не идет об изучении только количе¬ 
ственных соотношений и пространственных форм изучаемых ими 
объектов и явлений). Игнорирование этого'обстоятельства неред¬ 
ко приводило к серьезным ошибкам. Имея в виду приложение 
математики в инженерной практике, акад. А. Н. Крылов подчер¬ 
кивал: «Когда конкретный вопрос приводится к вопросу матема¬ 
тическому, то всегда приходится делать ряд допущений, ибо ма¬ 
тематика вместе с механикой оперирует над объектами идеаль¬ 
ными, лишь более или менее близкими к объектам реальным, к 
которым инженер будет прилагать полученные математические 
выводы. Ясно, что, сколько бы ни было точно математическое 
решение, оно не может быть точнее тех приближенных предпо¬ 
сылок, на коих оно основано. Об этом часто забывают, делают 
вначале какое-нибудь грубое приближенное предположение или 
допущение, часто даже не оговорив таковое, а затем придают по¬ 
лученной формуле гораздо большее доверие, нежели она заслу¬ 
живает» '. 

Так, например, знаменитый итальянский математик Леви- 
Чивита строго математически установил формулу, позволяю¬ 
щую рассчитать верхний предел динамической нагрузки, ко¬ 
торый она при данных условиях превзойти не может. Вопреки 
опытным данным, Леви-Чивита допустил, что динамическая на¬ 
грузка зависит от продолжительности нагрузки; «поэтому, на¬ 
пример, получилось, что при проходе поезда по мосту динамиче- - 
ская нагрузка тем больше, чем скорость хода поезда меньше» , 
что неверно. При расчетах формула Леви-Чивита приводила к 
большому завышению предела динамической нагрузки. ^«Всякий 
инженер, — продолжает акад. А. Н. Крылов, — заметил бы прак- ; 
тическую непригодность формулы и, обратившись к предпосыл-: 
кам, сделанным при ее выводе, легко увидел бы несоответствие ■ 
действительности, а знаменитый математик, привыкший со всей ] 
«евклидовой» строгостью перемалывать аксиомы и постулаты, не| 
заметил грубости одного из своих постулатов, сообразно которо¬ 
му и получил столь высокий верхний предел» 1 2 3 . : 

1 А. Н. Крылов, Мои воспоминания, изд. АН СССР, 1.945, сгр. 372, ! 

2 Т а м ж е. 1 

3 Т а м же, стр. 373. ( 
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Разобранный В. И. Лениным кризис физики конца XIX и на¬ 
чала XX столетий имел одной из причин то, что некоторые (запу¬ 
тавшиеся в тенетах идеализма) математики и физики — А. Пуан¬ 
каре, Мах и другие — рекомендовали изгнать из физики мате¬ 
рию и оставите в ней... одни уравнения *. 

Другое дело, если исходные посылки теории верны (по край¬ 
ней мере в границах точности) и допускают математическое вы¬ 
ражение и развитие: тогда все следствия будут столь же верны, 
как и исходные посылки 1 2 . 

Методы математики могут помочь научной дисциплине полу¬ 
чать новые сильные результаты в первую очередь тогда, когда в 
области явлений, изучаемой последней, количественные соотно¬ 
шения и пространственные формы играют преобладающую роль 
или настолько сильно связаны с качественной определенностью 
последних, что их изменения тесно взаимно обусловлены. К числу 
таких наук относятся в первую очередь небесная механика, аэро- 
и гидродинамика, физика и др. 

Закон всемирного тяготения допускает очень простое матема¬ 
тическое выражение. В силу малой величины диаметров небесных 
тел по сравнению с их расстояниями, не нарушая достаточной 
точности расчетов, эти тела можно считать точками с сконцен¬ 
трированными в них массами. Благодаря этому изучение поведе¬ 
ния двух тел, находящихся в поле тяготения, не только целиком 
сводится к математике, но и с вычислительной стороны не пред¬ 
ставляет никаких трудностей 3 . В области физики дело обстоит 
уже сложнее. Трудности в первую очередь начинаются с выявле¬ 
ния физического смысла посйлок и преодоление их более чем 
часто представляет сложную задачу. 

Примерно в середине прошлого века методы математики ис¬ 
пользовались с наибольшим успехом в механике твердых тел. В 
механизме газов и жидкостей, а еще более в физике их примене¬ 
ние встречалось с рядом трудностей. В химии и особенно в био¬ 
логии математические методы фактически не применялись (за 
исключением элементарных подсчетов и т. п.). За истекшее сто¬ 
летие положение существенно изменилость. Благодаря исследова¬ 
ниям Жуковского, Чаплыгина и других выдающихся советских 
и заграничных ученых развиты сильные общие математические 
методы исследований сложных и вместе с тем огромной прак¬ 
тической значимости вопросов аэро- и гидродинамики 4 . Развит 
математический аппарат исследований закономерностей микро¬ 
мира (внутриатомное строение материи и атомная энергия). Тео- 

1 По этому вопросу см. В. И. Ленин, Сочинения, т. 14, гл. V, § 2. 

2 Теоретическое обоснование этого факта дано во второй главе первой 
части «Очерков». 

8 Впрочем, решение задачи о трех телах связано уже с огромными 
трудностями (например, при исследовании притяжения Землей Луны, с учетом 
возмущающего действия Солнца). 

4 Об этом факте мы будем говорить подробнее в конце этого же пара¬ 
графа. 
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рия вероятностей и статистика оказывают большие услуги плани- 
рованию нашего хозяйства и служат делу улучшения процесса 
ряда производств. Можно, например, сослаться на новую главу 
теории вероятностей теорию информации, обязанную своим 
развитием некоторым чисто техническим проблемам электро- и 
радиосвязи. ^ 

Методы математики оказались существенно необходимыми и* 
в таких разделах науки, где об их применении ранее и не дума¬ 
ли. іак Ь. С. Федоров и Шенфлис разработали полную теорию 
строения кристаллов и классификацию кристаллических много- 
Г н ™ в ; в своей основе их методы исследований были метода¬ 
ми абстрактной геометрии *. А 

Методы математики — статистические методы, методы теории 
дифференциальных уравнений — с успехом используются и в раз¬ 
личных теориях современной биологии, например в биофизике а . 

чение о высшей нервной деятельности основано на фактах до¬ 
пускающих точные количественные характеристики. Это обстоя- 
посолило И, П. Павлову утверждать, что со временем 
ематическии анализ, опираясь на естественно-научный, смо¬ 
жет охватить и учение о высшей нервной деятельности 3 

С, " ТаЛ возможн “ Р 3 »™ 

нпр ^І а ^’ ° бласть на У чн ых теорий, допускающих непосредствен- 
^ ивное решение их проблем методами математики ста¬ 
новится со временем все шире и шире. 

и твТннІТ ° АНа СТ ° Р0На Д6Ла: Надо всегда Учитывать 
Механика Л™ * математики на другие науки и технику, 
очеоель ^ \ 6 математики развиваться не могут. В свою 

очередь эти две науки существенно необходимы для^ развития 
современной техники, биологии, медицины, химии и т к Вспом 

мьо> Р Г? Р ’ КаКуЮ В сов Р еменн ой биологии играют «меченые ато- 
мы>^ Следовательно, в наше время развитие естествоз н а¬ 
счет* так е или М йначр% Т0ЛЬК ° Некото Р ых его Разделов в конечном 
счете так или иначе зависит от развития математики. 

га К- ЭТ М И ап^ ЯЗИ Н6 ЛИШНе напомнить, что, по словам П. Лафар- 
, К- Маркс считал науку способной достигнуть совеошенгтка 
т ишь тогда, когда она сможет пользоваться методами матема- 


2 Й**' § 7 Лерв°й главы второй части настоящих «Очерков» 

менении математическогюм^тода в биологи V " Й ’ Заметки по В0П Р° С У о пр* 
философии», 1956, № 1- в С Иор и ^ких науках, журнал «Вопрос! 
«Вопросы философии» 1956 №> к к.г,^ В> Ьиология и математика, журна, 

; С», то к! Ма'р"“к “э„,™!„ і от "зі;ѵ , |8Й 1 ' 151 ' стр - 12,_|М 

■ а Ф а р г, Воспоминания о Марксе, Госполитиздат, 1938 стр. 8. 


Каковы бы ни были количественные отношения, присущие той 
или иной' области объектов .и явлений природы, они присущи и 
многим другим объектам и явлениям действительности, включая 
и не познанные еще людьми. Изученные количественные отноше¬ 
ния, рак простейшие, входят составной частью во многие другие, 
более сложные, изучаемые количественные отношения. Поэтому 
каждая математическая теория развивает методы решения задач 
области, значительно превосходящей ту, которой она обязана 
своим происхождением. Этот факт является реальной основой 
того, что данные математики могут способствовать развитию про¬ 
мышленности, транспорта, других наук и т. п. не только в на¬ 
стоящее время, но и в будущем. В докладе «Значение мате¬ 
матики для кораблестроения» акад. А. Н. Крылов указал, что 
«геометра, который создает новые математические выводы, можно 
уподобить некоему воображаемому универсальному инструмен¬ 
тальщику, который готовит на склад инструмент на всякую по¬ 
требу: он делает все, на.чиная от кувалды и кончая тончайшим 
микроскопом и точнейшим хронометром. Геометр создает методы 
решения вопросов, не только возникающих вследствие современ¬ 
ных надобностей, но и для будущих, которые возникнут, может 
быть завтра, может быть, через тысячу лет» *. 

Теорему Пифагора знали вавилоняне, китайцы и индийцы за 
несколько тысяч лет до нашего летосчисления. Ее открыли 2 , ре¬ 
шая некоторые примитивные задачи, определяя высоты предме¬ 
тов, строя прямые углы и т. п. В наше время теорема Пифагора 
используется при решении разнообразнейших задач техники и 
других наук. Сказанное о теореме Пифагора можно повторить, 
как правило, о любом утверждении учения о числе алгебры, гео¬ 
метрии Евклида и тригонометрии. Не менее яркие примеры мож¬ 
но привести и из высшей математики. 

Начало систематического использования понятия комплексно¬ 
го числа в математике относится к середине XVI в. и связано с 
вопросами, относящимися к рассмотрению различных случаев ре¬ 
шения целых алгебраических уравнений третьей степени (Тар- 
талья и Кардано) 3 . Во второй половине XVIII в. комплексные 
числа помогали математикам вычислять сложные определенные 
интегралы, решать некоторые задачи гидродинамики и т. п. В 
первой половине XIX в. Гаусс, Коши и Риман заложили основы 
теории функций комплексного переменного; потом она успешно 
развивалась Вейерштрассом и другими учеными. Однако до вто¬ 
рого десятилетия XX в. физические приложения теории функций 
комплексного переменного были спорадическими; она с успехом 

1 А. Н. Крылов, Мои воспоминания, изд. АН СССР, 1945, стр. 363. 
См. также В. В. Голубев, Математика и техника, журнал «Фронт науки 
и техники», 1934, № 5—6, стр. 42. 

2 По-видимому, первое достаточно строгое доказательство т еоремы Пифа¬ 
гора было разработано в школе Пифагора, быть может им самим. 

3 См. В. Н. Молодший, Основы учения о числе в XVIII в., гл. IX, 
Учпедгиз, 1953. 
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использовалась для решения теоретических вопросов математики- 
и поэтому ею занимались специалисты-математики, но не меха- 
ники и тем более не инженеры. 

К развитием теоретических основ авиации, — указывал 
' ' ол Убев, положение коренным образом изменилось. Как; 

тГиТй? 0 ™ аКа ?‘ С ' А> Чаплыгина и Н. Е. Жуковского у 
нас и работы крупнейших заграничных ученых, общие теоремы 
теории функции комплексного временного являются основой всей 
современной теоретической гидро- и аэродинамики. Наиболее круп 

об!пГ=Г и ЭГ0И областа в “ были получены применением 1 
ногТ 1 та и теорем теории функций комплексного перемен- 

с ѵгпгхпм и™ Р Те ° рИЯ Функций комплексного переменного»; 
с успехом используется в теории упругости, при расчетах плотин 
и в других разделах науки и техники. Благодаря этому теорий 
функции комплексного переменного стала неотъемлемым элемеІГ- 

широких кр ^ в — 

Учитывая все подобные факты, можно понять почему в наше 

Г е Сосам М е а Гп^г а,ОТ ° ЧеНЬ Широкие 

мание Р преподавания уделяется все возрастающее вни- 

чит™Г^яГняѵІ?' ЛеНИНИЗМа В Т да подчеркивали исклю¬ 
чительную роль науки в развитии общества. Энгельс говппип 

пІп Н н« ауКа б “ ла „ дл ? Маркса исторически двигающей револю¬ 
ционной силой». Каждое новое открытие в любой теоретической; 
науке, о практическом применении которого пока еще не было и 

Р Но. ПодчеркнулТн^ьСвго. 

радость была совсем инои, когда дело шло об открытии немел 
ленно оказывающем революционное воздействие на поомышлрн 
постъ, на историческое развитие вообще» ^^Хнехт Гсска- 
зывэл, ЧТО Маркс придавал большое значение открытию элек 
трических машин, так как полагал, что это приведет к экономь* 
Р еволюшга - необходимым следствием котомГбудет „олП" ' 
пип м ая революция - «Царствование его величества пар? — гово 
рил Ма рк с, — перевернувшего мир в прошлом (т. е. I XVIП — 

В. М.) столетии, окончилось; на его место станет более Ѵеволю 
ционная сила — электрическая искра » 3 . История подтвердила ; 

ныуТп 3 Маркса: одной из материальных предпосылок победонос- : 
ных социалистических революций XX в. было интенсивное Іют- 
тне индустрии, основанной на использовании сил электричества ■ 

гппмі^п ЗМерИМ ° большую Р оль играет наука в период построения ’ 
социализма и перехода от социализма к коммунизму Бурный ’ 


393? № 5—бГстр У л?1 еВ * Математика и техн и^, «Фронт науки и техники»,. 

.. Энгельс, Речь на могиле Маркса К- Мао к с и<Ь Чипа 

Иаб ? а к НЫ п п Р оизве л ения . т. II, 1955, стр П58 Р Ф ‘ Энгельс '- 

Ф Энгея И ьс К Ио« ХТ ’ ИЗ воспоминан ий о Марксе. Су. К- Маркс® 
ѵ. Энгельс. Избранные произведения, т . I, 1938, стр. 75. Р 


рост техники мировой социалистической системы опирается на 
мощный подъем науки. Атомный век зародился в лабораториях 
ученых. Там же возникли быстро действующие электронные счет¬ 
ные машины, радиолокация, телевидение и т. п. Физика, .меха¬ 
ника, математика проникают во все области техники и револю¬ 
ционизируют их 1 . Атомная энергия через 10 примерно лет смо¬ 
жет соперничать со старыми видами энергии. Когда это время 
настанет, люди почти перестанут нуждаться в производстве энер¬ 
гии, они будут располагать ею во все у возрастающих количествах 
и вопрос сведется к тому, как ее правильно использовать. Имею¬ 
щаяся в изобилии энергия в принципе сможет быть превраще¬ 
на — прямо или косвенно — в самые разнообразные продукты, по 
количеству и качеству способные удовлетворить потребности со¬ 
тен миллионбв людей. Развитие автоматики — применение машин, 
способных к самоконтролю, самовосстановлению и самоусовер¬ 
шенствованию — принесет людям освобождение от многих форм 
труда, высвободит им время для интенсивного культурного и на¬ 
учного роста. Развитие биологии и медицины (антибиотики 
и др.) позволит людям сохранить им их жизнь, улучшить условия 
их существования. В наше время этим гуманнейшим целям науки 
противостоит только одна сила — агрессивный империализм, пред¬ 
почитающий развивать и использовать науку только для выко¬ 
лачивания максимальных прибылей и уничтожения людей. Но 
люди уже не те; они знают силу современной науки, знают, кто 
уродует ее содержание и назначение, знают свои силы и делают 
свои выводы. 

Наука революционна не только со стороны воздействия, ка¬ 
кое она оказывает на развитие общества. Наука революционна и 
по своему существу. Каждый ее шаг вперед связан с борьбой за 
новое против старого. Без этой борьбы передовая, нефальсифи¬ 
цированная наука существовать не может. Не может существо¬ 
вать без этой борьбы и Математика, если только иметь в виду ее 
научные теории, оказывающие благотворное влияние на другие 
науки и материальные условия жизни людей. Если бы Ньютон 
и Лейбниц следовали идеям древних греков и изгоняли бы из ма¬ 
тематики понятия бесконечности и движения, они, несомненно, 
не смогли бы развить исчисление бесконечно малых. Это замед¬ 
лило бы развитие астрономии, механики ц физики, а вместе с 
ними и промышленности, мореплавания и т. п. Если бы Лобачев¬ 
ский не учитывал новые идеи обоснования математики, зародив¬ 
шиеся в начале XIX в. преимущественно в математическом ана¬ 
лизе, не выступил бы против идеалистического учения Канта о 
пространстве и против метафизической абсолютизации геометрии 
Евклида как единственно возможного учения о пространстве, он 
не смог бы открыть свою геометрию. Это обстоятельство сказа- 

1 См. по этому вопросу выступления акал Несмеянова н некоторых дру¬ 
гих наших ученых на XX съезде КПСС и на страницах различных журналов 
(«Вести. АН СССР». «Коммунист» и др.). 
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лось бы крайне неблагоприятно на развитии всей геометрии, а 
вместе с ней затормозило бы разработку современных физиче¬ 
ских теорий — теорий относительности, теорий строения материи 
и т. п. Это, конечно, отсрочило бы и начало работ по практическо¬ 
му использованию данных этих теорий. 

Когда рассматривают развитие математики в, связи с разви¬ 
тием промышленности, сельского хозяйства, других наук, с усло¬ 
виями классовой борьбы и т. п., то имеют дело с взаимоде'й- 
с т в и е м, в котором, однако, решающая роль принадлежит 
промышленности, развитию средств связи, торговле и т. п. Этот 
факт с особой ясностью подчеркнул Энгельс в одном из своих пи¬ 
сем к Штаркенбургу (письмо от 25 января 1894 г.). 

«Если, как Вы утверждаете,— писал Энгельс,— техника в зна¬ 
чительной степени зависит ог состояния науки, то в гораздо боль¬ 
шей мере наука зависит от состояния и потребностей техники. 
Если у общества появляется техническая потребность, то она 
продвигает науку вперед больше, чем десяток университетов. 
Вся гидростатика (Торичелли и т. д.) вызвана была к жизни по¬ 
требностью регулировать горные потоки в Италии в XVI и XVII 
веках. Об электричестве мы узнали кое-что разумное только с тех 
пор, как была открыта его техническая'применимость» К 

Диалектическую взаимосвязь в развитии производства и есте¬ 
ствознания (включая математику) К- Маркс и Ф. Энгельс неод¬ 
нократно характеризовали так: производство ( техника ) является 
выражением практического отношения людей к природе, .а есте¬ 
ствознание дает теоретическое выражение этого отношения. 

§ 7. Практика как критерий истины в математике. 

Точность математики 

Анализ реальных условий развития, предмета и значения ма¬ 
тематики показывает, что практика является не только источ¬ 
ником и движущей силой роста математики, но и кри¬ 
терием истины каждой математической теории. И здесь 
математика ничем принципиально не отличается от других отрас¬ 
лей знания. 

Однако внутри математики использование практики, как 
критерия истины, в •наше время осуществляется в особых 
формах. Чтобы раскрыть реальные основания и сущность этих 
форм, необходимо обратиться к вопросу о природе точности 
математики. 

Философы и математики неоднократно ставили и пытались 
решить вопрос о природе точности математики. В чем состоит та 
особая достоверность,—спрашивал Милль,—какую всегда при¬ 
писывали наукам дедуктивным, в особенности математике? «По¬ 
чему „математическая точность* 1 , „математическое доказатель- 


1 К. Маркс и Ф. Энгельс, Избранные письма, 1947, стр. 469. 


ство“ и т. п. выражения обозначают обыкновенно высшую сте¬ 
пень достижимой для разума достоверности?» 

Вопрос о природе точности математики имеет не только тео¬ 
ретическое, но и существенное прикладное значение. Если тео¬ 
рия, в ..которой использовались методы математики, оказывалась 
несостоятельной или 'требующей серьезной доработки, то иссле¬ 
дователи никогда не относили это за счет математики: они иска¬ 
ли причины в ошибочности или в недостаточной точности исход¬ 
ных положений самой теории. Аналогично поступают инженеры 
и конструкторы, летчики и артиллеристы — все они ведут расче¬ 
ты, будучи уверены в безупречной точности заключений матема¬ 
тики. Эти общеизвестные факты Гекели в разговоре с Вильямом 
Томсоном выразил очень образно. «Математика,— сказал он,— 
подобно жернову перемалывает то, что под него засыпают, и как, 
засыпав лебеду, вы не получите пшеничной муки, так, написав 
целые страницы формулами, вы не получите истины из ложных 
посылок». 

Трудно назвать философа и математика-идеалиста, который 
не попытался бы использовать факт точности математики для 
подтверждения отстаиваемой им философской системы. Так 
А. Пуанкаре, гениальный математик, но махист в философии, 
считал, что точность математики обусловлена характером ее ис¬ 
ходных посылок, а последние представляют продукт свободной 
деятельности нашего духа 2 . 

Идеалистическая трактовка точности математики опровер¬ 
гается практической деятельностью людей. Если бы Пуанкаре и 
другие идеалисты были правы, то точность математики была бы 
результатом только особой природы человеческого мышления, но 
отнюдь ле специфической стороной объективности ее утвержде¬ 
ний. Но это противоречило бы тому, что методы математики по¬ 
могают людям познавать и изменять действительность. 

Чтобы верно истолковать реальные основания точности мате¬ 
матики, надо иметь в виду два обстоятельства: 

I. Точной может быть только та наука, утверждения кото¬ 
рой — объективные истины. Если две теории описывают одну 
область явлений природы, то из них -точнее та, которая дает 
более правильное описание. Чем сложнее явления, изучаемые 
наукой, тем труднее достигнуть в ней той степени точности, ка¬ 
кая может быть достигнута в науке, обращенной на более про¬ 
стые явления природы. 

Выяснить и дать точное описание причинных отношений в 
развитии организмов — задача очень трудная, почти неосуще¬ 
ствимая. В этом исследовании приходится учитывать влияние 
среды на организмы, их взаимодействия, взаимодействия частей 
тела каждого организма и т. п. Еще труднее дать точное описа- 


стр. 2. 


Д. С. 
См. А. 


Милль, Система логики, М., 1914, стр. 201. 
Пуанкаре, Наука и гипотеза, пер. с франц., М., 
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ние общественных явлений; здесь приходится учитывать всю со¬ 
вокупность сравнительно быстро меняющихся отношений людей 
в самых разнообразных областях общественной жизни. 

В ином положении находится арифметика натуральных чи¬ 
сел. Ее исходные понятия и положения, а равно и следствия опи¬ 
сывают в отвлеченной форме такие простейшие количественные 
отношения действительности, которые встречаются повсеместно. 
Считать можно любые объекты, лишь бы во время подсчета они 
не склеивались, не раскалывались и не исчезали. Считать можно 
мысли, абстрактные понятия и т. п. Эти факты установлены в 
практической деятельности миллионов людей, в течение многих 
столетий. Арифметические действия допускают материальное до¬ 
казательство, проверку 1 : вся современная машинная техника с 
особой ясностью подтверждает идеальную точность алгоритмов 
арифметики натуральных чисел. Поэтому утверждения арифме¬ 
тики натуральных чисел точны не в меньшей мере, 
чем точны фигуры логики; недаром утверждение «дважды 
два четыре» Энгельс относил к вечным истинам. 

II. Классики марксизма-ленинизма всегда имели в виду, что 
практика включает в себя все виды деятельности людей: произ¬ 
водственную, экономическую, политическую и культурную. 
В. И-. Ленин подчеркивал, что «...в практику, служащую нам кри¬ 
терием в теории познания, надо включить также практйку астро¬ 
номических наблюдений, открытий и т. д.» 2 , т. е. практику на¬ 
учных исследований. Для понимания специфики форм использо¬ 
вания практики как критерия истины в математическом позна-, 
нии, а потому и для анализа природы точности математики при¬ 
веденное указание В. И. Ленина имеет первостепенное значение. 

Поскольку математические теории допускают различные ин¬ 
терпретации — в том числе и на материале других математических 
теорий, объективность утверждений которых 
установлена ранее, постольку математики имеют широ¬ 
кий выбор в прообразах для доказательства объективности 
утверждений любой новой теории. Они обычно стараются интер¬ 
претировать основные понятия и посылки новых математических; 
теорий на моделях из объектов арифметики действи 
тельных чисел. Если это удается осуществить, то объек-і 
тивность и, более того, точность исходных поня-І 
тий и посылок рассматриваемой математ'иче-] 
ской теории поднимается до уровня точности! 
учения о действительных числах. ,| 

Поскольку математика признает только чисто логические до-| 
казательства своих утверждений, то сказанное о точности исход*! 
ных понятий и посылок теории распространяется и на ее утвер-1 


1 См. по этому вопросу Ф. Энгельс, Анти-Дюринг, Госполитиздат 

1953, стр. 318. ' -і 

2 В. И. Ленин, Сочинения, т. 14, стр. 127. Ч 
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ждения г . Можно пойти дальше и утверждать, что в известной 
мере моделирование основных понятий и посылок математиче¬ 
ской теории на объектах учения о действительных числах подни¬ 
мает ее точность до уровня точности арифметики натураль¬ 
ных чцсел. В известной мере потому что в классических тео¬ 
риях действительных чисел Дедекинда, Вейерштрасса и Кантора 
хотя и исходят от арифметики натуральных чисел, но применяют 
также понятие множества все^ подмножеств данного множества, 
которое при неограниченном использовании приводит к парадок¬ 
сам 1 2 . Однако в новых конструктивных теориях действительных 
чисел эта трудность преодолена 3 . 

Сказанное о реальных основаниях точности математики пред¬ 
угадывали некоторые передовые математики и философы пред¬ 
шествующих столетий. Архит — крупнейший древнегреческий ма¬ 
тематик второй половины V в. до н. э.— считал арифметику 
натуральных чисел выделяющейся среди других наук совершен¬ 
ством знания, так как она яснее, чем геометрия, рассматривает 
предмет. Даламбер утверждал, что математические науки обяза¬ 
ны достоверностью простоте своего предмета 4 . 

«Существует особый вид абстракции,— писал Д. Дидро,— к 
которому способны лишь немногие люди, что кажется, будто она 
является уделом только чистого интеллекта: это тот вид абстрак¬ 
ции, в котором все должно сводиться к численным единицам. На¬ 
до признаться, что результаты такого рода математики были бы 
очень точны и формулы ее очень общи, ибо в природе, ни в мире 
возможного нет таких предметов — точек, линий, .объемов, мыс¬ 
лей, представлений, ощущений,— которых эти простые единицы 
не могли бы представить» 5 . Д. Дидро, как видим, предугадывал 
значение моделирования математических истин на объектах 
арифметической природы для обоснования точности математики. 
Но он не знал, что описываемый им род абстракции, со всеми вы¬ 
текающими отсюда последствиями, присущ математике в целом. 

Все это стало возможным обосновать с достаточной убеди¬ 
тельностью лишь во второй половине XIX столетия, когда выяс¬ 
нилась возможность рассматривать, как переменные, не только 
объекты исследований математики, но также связи и отношения 
между ними. 


1 См. вторую главу первой части «Очерков». Сказанное в тексте верно 
при условии, что используемые в теории правила логики действительно мож¬ 
но использовать. См. вторую главу второй части «Очерков». 

2 См. вторую главу второй части «Очерков». 

3 См. Н. А. Шанин, Некоторые вопросы математического анализа в 
светеКонструктивной логики. 2еіізсЬг. Г. таіЬ. Ьо§ік іт<1 Огшк11а§еп <1. МаіЬ., 
Всі. 2., 5. 27—36 (1956). 

4 Даламбер, Очерк происхождения и развития наук. Сборник «Родо¬ 
начальники позитивизма», вып. 1910, стр. ПО. 

5 Д. Дидро, Письмо о слепых в назидание зрячим. Собр. соч., т. 1, 
«Академия», 1935, стр. 237. 


71 



Благодаря тому, что точность утверждений каждой (практиЗ 
чески каждой) математической теории в конечном счете сводит-і 
ся к точности истин арифметики натуральных чисел, математика! 
является безупречно работающим «жерновом», продуктивность! 
которого всецело зависит от того, что под него засыпали — пше-1 
ницу или лебеду. Этот’факт является реальным основанием ут- 
верждения: математика логически безупречна. Вот в 'чем корен-1 
ная причина, благодаря которой ни один исследователь и инже- ; 
нер не отнесет неудачи, его постигшие, к математике, а будет’ 
искать их источник в том, что ему еще необходимо знать, об объ¬ 
ектах исследования. Так, например, поступал акад. А. Н. Кры- ‘ 
лов, выясняя основания ошибочности выводов из формулы’ Леви- 
Чивита о пределе динамической нагрузки. 

В приложениях математики чаще встречается’иное положение 
вещей: методы математических теорий прилагаются к таким яв¬ 
лениям действительности, свойства количественных отношений 
или пространственных форм которых описываются этими теория¬ 
ми лишь приблизительно. Например, если мы вычисляем объём 
какого-либо физического шара по соответствующей формуле гео¬ 
метрии Евклида, то получим число, лишь приближенно выража¬ 
ющее истинный объем нашего шара Различие здесь будет тем 
большим, чем больше этот шар отличается от идеального шара." 
Поскольку математика доказывает. свои утверждения чисто ло¬ 
гическим путем 2 , во всех подобных случаях точность получае¬ 
мых результатов будет тем лучше, чем лучше основные понятия 
и посылки привлекаемых математических теорий описывают 
основные отношения и свойства количественных отношений или 
пространственных форм изучаемых явлений. 

Естественно поставить вопрос: так ли уж обязательно уста¬ 
навливать объективность и точность математических теорий на 
базе учения о числе, в конечном счете на базе арифметики натѵ- 
ральных чисел? Нет, не обязательно. Необходимо только, чтобІі 
модели создавались из «объектов» такой теории (таких теорий) 
утверждения которой достаточно общи и максимальная точность, 
которых находится вне сомнений. Мы остановились только на мо¬ 
делировании при помощи объектов учения о числе лишь потому 
что так поступают почти все математики-практики, когда встре¬ 
чаются с необходимостью обосновать развиваемые ими новые 
математические теории. 

Нередко задают и такой вопрос: почему теперь истинность 
геометрии Евклида устанавливают методом моделей? Разве не¬ 
достаточно того, что в течение многих веков геометрия Евклида 


П 7 іт-п^ диус Р еального ша Р а можно измерить при помощи микрометра. Если 
истинный Г™’ И3 К0 ™Р° Г0 с Д елан ша Р- больше плотности воды, то его 
рованной мензурке™ НаИ ™’ П ° ГРУЖаЯ его в В0 «У- находящуюся в градуи- 

второй^главы Ы настоящих И «0^іерков» а . КТа Р аСсмат Р иваются в пе Р В0М параграфе 
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никогда не приводила к противоречиям и в наше время является 
орудием практики? Конечно, истинность геометрии Евклида под¬ 
тверждена практической деятельностью людей не менее, чем 
истинность учения о числе. Однако имеется ряд соображений, гово¬ 
рящих, что и здесь целесообразно использовать метод моде¬ 
лирования 1 . Отметим в этой связи только следующее. Метод 
моделирования позволяет доказать, что точность геометрии Ев¬ 
клида и учение о числе находятся в принципе на одном уровне; 
при помощи геометрических моделей это доказать невозможно. 
Когда такого рода точность геометрии Евклида установлена, из 
ее объектов можно создавать модели для доказательства объек¬ 
тивности и точности других математических теорий — геометрии 
Лобачевского, Римана и т. п. 

Как будет показано дальше, сказанное о точности математи¬ 
ки не противоречит тому, что ее развитие идет от знания непол¬ 
ного к знанию более полному, более глубокому, что в ней могут 
быть даже гипотезы. 

Говоря о практике, как критерии истины, неправильно утвер¬ 
ждать, что каждая новая математическая теория сразу может 
быть подтверждена или опровергнута практикой; последняя про¬ 
износит решающее слово порой значительно позже. Сама прак¬ 
тика развивается и, что ей не под силу сегодня, может быть пре¬ 
одолено ею завтра. Когда Н. И. Лобачевский развил гиперболи¬ 
ческую геометрию, практика его времени не могла подтвердить 
ее истинность. Более того, казалось, что практика подтверждает 
истинность только геометрии Евклида. Это обстоятельство было 
основной из причин, побуждающих даже крупнейших математи¬ 
ков второй и третьей четверти XIX в. относиться к гиперболиче¬ 
ской геометрии более чем осторожно или открыто враждебно. 

Но вскоре после кончины Н. И. Лобачевского Бельтрами об¬ 
наружил, что в пространстве Евклида на кусках поверхностей 
постоянной отрицательной кривизны частично осуществляется 
планиметрия Лобачевского; роль прямых при этом играли геоде¬ 
зические линии. Учитывая важность сделанного им открытия, 
Бельтрами в дальнейшем сконструировал из объектов геометрии 
Евклида полную модель трехмерного пространства Лобачевского 
и тем доказал, что утверждения гиперболической геометрии столь 
же объективны, как объективны истины геометрии Евклида 2 . 
Когда затем были сконструированы модели гиперболического про¬ 
странства арифметической природы, точность последней стала на 
уровень точности учения о числе. Кроме того, истинность и прак¬ 
тическая значимость неевклидовых геометрий (Лобачевского и 


1 Эти соображения будут указаны во второй части настоящих «Очерков», 
в главе об аксиоматическом методе. 

2 Е. Бельтрами, Опыт представления неевклидовой геометрии; 
Теория пространств постоянной кривизны. Сб. «Об основаниях геометрии», 
изд. 2, Казань, 1895. В 1957 г. вышло третье, дополненное нзданне этой 
книги. 
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Римана) была подтверждена не только математикой (например, 
•исследованиями А.' Пуанкаре о так называемых фуксовых функ¬ 
циях), но и физикой (теория относительности, учение о строении 
материи). 

Следовательно, хотя только практика является единственным 
критерием истины, ее данные нельзя метафизически - абсолю¬ 
тизировать. Этот факт со всей решительностью подчеркнул 
"В. И. Ленин. 

«Точка зрения жизни, практики,— писал В. И. Ленин,— долж¬ 
на быть первой и основной точкой зрения теории познания. И она 
^приводит неизбежно к материализму, отбрасывая с порога бес¬ 
конечные измышления профессорской схоластики *. Конечно, при 
этом не надо забывать, что критерий практики никогда не может 
по самой сути дела подтвердить или опровергнуть полностью ка¬ 
кого бы то ни было человеческого представления. Этот критерий 
тоже настолько «неопределенен»,' чтобы не позволять знаниям 
человека превратиться в «абсолют», и в то же время настолько 
определенен, чтобы вести беспощадную борьбу со всеми разно¬ 
видностями идеализма и агностицизма» 2 , 

Заметим, наконец, что практика играет решающую роль и при 
логическом обосновании математических теорий 3 . 

Итак, математика знает и использует понятие точности (вклю¬ 
чающее понятие объективности) в том же смысле, как оно 
истолковывается и употребляется в науке в целом: точно то, 
что наиболее правильно отражает изучаемые 
■стороны явлений действительного мира. 

Глава- вторая 

ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ТЕОРИЙ 

§ 1. Цель и средства логического обоснования содержания 
математики. Математическая строгость 

Энгельс указывал, что закономерный характер явлений 
действительного мира налагает на науку обязательство дока¬ 
зывать истинность выдвигаемых ею утверждений. Это обстоя¬ 
тельство подчеркивал и В. И. Ленин. «Теоретическое позна¬ 
ние,—писал Ленин,—должно дать объект в его необходимости, 
в его всесторонних отношениях, в его противоречивом движении 
ап- ипб Ш г-зісЬ» 4 . 

идеалистов^ ^ енин имел 3 Д есь в виду в первую очередь Маха и других 

д в - И. Ленин, Сочинения, т. 14, изд. 4, стр. 130. 
ть „ Об этой стороне вопроса мы будем говорить дальше, во второй и тре- 
еи^главах первой части «Очерков». ^ 

«ап іт^н {1® нин > Философские тетради, Госполитиздат, 1947, стр. 183; 
себя» д! р д‘ 5ІС "* в пе Р ев °Д е на русский язык означает: «в себе и для 



Решение этой задачи в отношении математики 
составляет сущность ее логического обосно¬ 
вания,' построения как теории. 

Математики начинают построение своих теорий с абстракций 
■от материального содержания изучаемых пространственных форм 
и количественных отношений объектов реального мира: это поз¬ 
воляет выделить объекты исследований в чистом виде. «Но 
чтобы быть в состоянии исследовать эти формы и отношения в 
чистом виде,— писал Ф. Энгельс,— нербходимо совершенно от¬ 
делить их от их содержания, оставить это последнее в стороне 
как нечто безразличное; таким путем мы получаем точки, лишен¬ 
ные измерений, линии, лишенные толщины и ширины, разные а и 
Ь, х и у, постоянные и переменные величины...» *. 

Абстрагирование от материального содержания объектов ис¬ 
следований— только необходимая предпосылка к созданию ма¬ 
тематических теорий. Такого рода абстракции в той или иной 
мере были выполнены давно — на начальном этапе развития 
математики (Египет, Вавилон, Китай, Индия и особенно древ¬ 
няя Греция). В дальнейшем, при развитии математических тео¬ 
рий большей общности, пришлось переходить к абстракциям бо¬ 
лее высокой ступени, отвлекаться от качественных особенностей 
рассматриваемых в чистом виде количественных отношений и 
пространственных форм. Для этого (как указывалось в главе 
ю предмете математики) пришлось сделать переменными не толь¬ 
ко объекты исследований, но также отношения и связи между 
ними. Так, в алгебре говорят об арифметических действиях над 
и, Ь ит. д., но конкретный смысл ни тех, ни других, как правило, 
не раскрывают. Еще большая общность, а потому и еще боль¬ 
шая абстрактность присущи понятиям теории групп, колец, по¬ 
лей, проективной геометрии и т. п. 

Сторонники идеалистического толкования математики нередко 
говоря'!', что процесс абстрагирования уводит математику от 
реальности, что, чем более проведено в ней абстрагирование, тем 
дальше отходит математика от действительного мира. Это утвер¬ 
ждение идеалистов ошибочно. 

Научные абстракции, в том числе и математические, выделяют 
(отражают) в чистом виде общие и существенные при¬ 
знаки изучаемых объектов, и их отношений. Благодаря этому на¬ 
учные абстракции помогают находить другие свойства изучаемых 
объектов и тем способствуют развитию науки и ее приложений. 
Энгельс указывал, что научные абстракции — это «сокраще¬ 
ния, в которых мы охватываем, сообразно их общим свойствам, 
множество различных чувственно воспринимаемых вещей» 2 . Сле¬ 
довательно, чем абстрактнее научное понятие или утверждение, 
тем на большее множество вещей оно распространяется. Как 

1 Ф. Энгельс, Анти-Дюринг, Госполитиздат, 1953, стр. 37. 

% Ф. Энгельс, Диалектика природы, Госполитиздат, 1955, стр. 147. 
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подчеркивалось выше, последнее обстоятельство имеет для мате¬ 
матики первостепенное значение. 

Понятия и утверждения алгебры абстрактнее понятий и утвер¬ 
ждений арифметики (точнее: понятий и утверждений учения о 
числе). Однако алгебра решает вопросы, не разрешимые сред¬ 
ствами арифметики. Это обусловлено тем, что алгебра сохраняет 
в своих абстракциях общие и существенные свойства рассматри¬ 
ваемых в ней объектов, их отношений и связей. Например, когда 
в алгебре обосновывают общий метод решения квадратного урав¬ 
нения ах 2 + Ъх + с = 0, то конкретная природа параметров а, 
о, с и искомых х остается «в тени»; известно, однако, что они 
принадлежат некоторому полю, благодаря чему и удается най¬ 
ти необходимую формулу. Используя аксиомы Евклида, мы дока¬ 
зываем различные теоремы геометрии, например теорему о сумме 
углов треугольника. Разве можно было бы все это сделать, если 
бы в понятии поля и в аксиомах геометрии не были отражены 
наиболее общие и существенные свойства объектов, изучаемых в 
алгебре и геометрии? Конечно, нет! 

Как указывалось, в современной математике абстрагирование 
достигло высокого уровня. Вместе с тем современная математика 
помогает естествознанию и технике решать сложнейшие вопросы, 
не „Р*У?Р ешимые средствами математики предшествующих столе¬ 
тии. Если бы, как говорят идеалисты, процесс абстрагирования 
уводил математику от действительного мира, то указанные фак¬ 
ты не могли бы иметь места. 

Учитывая все подобные факты, В. И. Ленин писал: «Мышле¬ 
ние, восходя от конкретного к абстрактному, не отходит —если 
оно правильное... от истины, а подходит к ней. Абстракция мате¬ 
рии, закона природы, абстракция стоимости и т. д., одним словом 
все научные (правильные, серьезные, не вздорные) абстракции 
отражают природу глубже, вернее, полнее » \ 

С чего должно начаться логическое развитие содержания 
каждой математической теории? Иначе говоря, с чего надо начи¬ 
нать теоретическое построение математических теорий? Не бу¬ 
дет ли естественным начать логическое развитие математических 
теорий с реального, с действительных предпосылок, т е идти от 
конкретного к абстрактному к общим законам? Все видели шар, 
пирамиду, треугольник; всем кажутся ясными понятия объема,’ 
площади и длины. Эти фигуры и их свойства изучаются в обыч¬ 
ной (евклидовой) геометрии. Не будет ли поэтому правильным 
начинать логическое развитие содержания геометрии Евклида 
с изучения основных геометрических .фигур и их свойств. Понятия 
функции, производной и интеграла представляют главный объ¬ 
ект исследований математического анализа. Не будет ли пра¬ 
вильным и здесь начинать с изучения этих понятий, не предпо¬ 
сылая, как теперь принято, изложения теории пределов? 

1 В. И. Лен ин, Философские тетради, Госполитиздат, 1947, стр. 146. 


76 



Как бы ни казалось естественным начинать логическое обос¬ 
нование содержания математических теорий с изучения основных 
объектов их исследований, к "цели это не приведет. 

К. Маркс показал, что метод перехода от конкретного к абс¬ 
трактному, общему не может дать политической экономии дб- 
статочного теоретического обоснования. Если при теоретическом 
развитии политической экономии придерживаться такого метода, 
то, писал К- Маркс, следует начинать анализ с населения, так 
как оно является субъектом и основой общественного производ¬ 
ства. Однако население состоит из классов; значит, о населении 
ничего нельзя сказать, не дав предварительно анализа его 
классового деления. Классовое деление общества обусловлено их 
отношением к средствам производства; следовательно, еще рань¬ 
ше надо проанализировать эту коренную причину классового де¬ 
ления общества. «Таким образом, если бы я,— заключил 
К. Маркс,— начал с населения, то это было бы хаотическое пред¬ 
ставление о целом, и только путем более близких определений я 
аналитически подошел бы к все более и более простым понятиям: 
от конкретного, данного в представлении, к все более и более 
тощим абстракциям, пока не пришел бы к простейшим опреде¬ 
лениям. Отсюда пришлось бы пуститься в обратный путь, пока я 
не пришел бы, наконец, снова к населению, но уже не как хао¬ 
тическому представлению о целом, а как к богатой совокупности, 
с многочисленными определениями и отношениями» Ч 

Точно так же, если начать логическое обоснование геометрии 
с изучения и описания сложных геометрических фигур, то можно 
дать только хаотическое представление об их свойствах. Если 
пойти по такому пути, то, скажем, изучая площадь поверхности 
многогранника, придется обратиться к изучению площадей его 
граней (многоугольников), для чего в свою очередь надо на¬ 
учиться находить площадь прямоугольника. Чтобы научиться вы¬ 
числять последнюю, придется изучить свойства прямоугольни¬ 
ка — его сторон, углов и т. д., т. е. в конечном счете подойти 
к самым простым и вместе с тем самым общим элементам гео¬ 
метрии — точка, прямая, отрезок, угол, к тому, в каких взаимных 
связях они могут выступать. Значит, и здесь придется сперва вы¬ 
делить простейшие понятия, определяющие отношения и относя¬ 
щиеся к ним общие законы, и, отправляясь от них, повторить 
весь пройденный путь, но уже в обратном порядке. Только тогда 
цель будет достигнута; изучаемые геометрические формы высту¬ 
пят во всем богатстве их свойств и взаимосвязей. В отношении 
математического анализа это более очевидно; понятия производ¬ 
ной и интеграла непосредственно определяются при помощи по¬ 
нятия предела. 

К. Маркс не только доказал, что в политической экономии 


1 К. М а р к с, К критике политической экономии Госполитиздат, 1953, 
стр. 213. 
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движение от конкретного к общему не может дать ей достаточ¬ 
ного теоретического обоснования, но и указал основную причину 
этого факта. «Конкретное,— писал К. Маркс,— потому конкретно, 
что оно есть сочетание многочисленных определений, являясь, 
единством многообразного. В мышлении оно поэтому представ¬ 
ляется как процесс соединения, как результат, а не как исходны», 
пункт, хотя оно представляет собою исходный пункт в действи¬ 
тельности и, следовательно, вследствие этого также исходный 
пункт созерцания и представления» *. Сказанное Марксом пол¬ 
ностью справедливо и в отношении математики, физики, механи¬ 
ки и других наук, относящихся к фундаменту естествознания. 

Тот факт, что при теоретическом построении математики, ме¬ 
ханики и других наук придерживаются метода восхождения от 
общего к конкретному, а не наоборот — это общеизвестно и мо¬ 
жет быть иллюстрировано на самых разнообразных примерах. 
Классический образец такого восхождения дает математика, рсо- 
бенно те ее разделы, где проведена аксиоматизация. В статике 
основную роль играет предложение о параллелограмме сил, в ди¬ 
намике лагранжевы дифференциальные уравнения движения, в. 
электродинамике уравнения Максвелла. Маркс начинает «Капи¬ 
тал» с анализа самого общего, простого, массовидного отноше¬ 
ния буржуазного общества — с обмена товаров. Он показывает, 
что в обмене товаров содержатся все противоречия буржуазного 
общества, анализ которых позволяет уяснить движение этого об¬ 
щества в целом 2 . 

Таким образом, при логическом развитии математических тео¬ 
рий необходимо идти от их общих понятий и общих по¬ 
ложений к их конкретному содержанию. Только 
этот метод теоретического обоснования математических теорий 
позволяет придать им ту форму, в которой их содержание может 
выступить в его необходимости, в его диалектиче¬ 
ском развитии. 

Когда в математических теориях выделены определяющие об¬ 
щие понятия и положения,, математики стараются установить 
объективность и точность этих исходных посылок 3 . Как уже отме¬ 
чалось, порой не сразу удается установить объективность и точ¬ 
ность исходных посылок. В этой связи заметим здесь лишь следу¬ 
ющее. Когда Г. Кантор развил общее учение о множествах, он 
установил, что решение многих фундаментальных проблем мате¬ 
матики приводится к решению такого вопроса: существует ли мно¬ 
жество, мощность которого больше мощности множества нату¬ 
ральных чисел, но меньше мощности множества действительных 


1 К Маркс К критике политической экономии, Госполитиздат, 1953, 
стр 213. 

* См. по этому вопросу В. И. Ленин, Философские тетради, 1947, 
стр. 328 

* Как это делают — об этом говорилось в последнем параграфе предше¬ 
ствующей главы. 
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чисел? Последний вопрос Г, Кантор не решил. Учитывая данные- 
практики математических исследований, он высказал предполо¬ 
жение, что такое множество' не существует. Это предположение 
вполне справедливо назвали гипотезой континуума. После 
кончины КантОра Гедель доказал, что допущение истинности 
гипотезы континуума не может привести в теории множеств к 
противоречию. Современная математика знает и иные гипотезы. 
Все они, как правило, относятся к предположениям наиболее 
общего характера. 

Когда объективность исходных посылок установлена, при иX 
помощи доказывают теоремы, т. е. представляют фактичес¬ 
кое содержание каждой математической теории в его взаимных 
связях, иначе — в его логической необходимости. Тем самым н а 
деле дают объективное, для данного периода развития матема¬ 
тики наиболее правильное описание изучаемых ею количествен¬ 
ных отношений и пространственных форм реального мира в их 
чистом виде. Ф. Энгельс указывал, что «...выведение математи¬ 
ческих величин друг из друга, кажущееся априорным, доказывает 
не их априорное происхождение, а только их рациональную вза¬ 
имную связь» 

Как математики, так и представители других естественно-на¬ 
учных дисциплин начинают построение своих теорий с установле¬ 
ния основных положений, из которых они стараются вывести дру¬ 
гие утверждения теорий. Однако здесь пути движения матема¬ 
тиков и других естествоиспытателей существенно расходятся. Пос¬ 
ледние стараются подтвердить сделанные ими заключения из ос¬ 
новных посылок (гипотез и т. п.) экспериментальным, опытным 
путем. Совпадение показаний экспериментов с утверждениями 
теории рассматриваются при этом не только как подтверждение 
последних, но и как подтверждение истинности ее основных посы¬ 
лок. Например, учение Фарадея—Максвелла об электромагнитном 
поле, в свое время подвергавшееся частью ученых сомнению, по¬ 
лучило подтверждение, когда Герц экспериментально доказал су¬ 
ществование электромагнитных волн, а Лебедев — давленйе све¬ 
та, предсказанное этим учением. Напротив, при логическом 
развитии содержания каждой математической теории эксперимен¬ 
ты, опыты, подобные тем, какие ставятся в физике, биологии и. 
других науках, никакой роли не играют. Математика доказывает- 
свои утверждения (теоремы) на базе исходных посылок, т о л ь- 
ко посредством логических умозаключений и 
выкладок. Для математика опыт, эксперимент — это в- луч¬ 
шем случае способ наведения на математическую истину, 
которую, однако, в дальнейшем надо доказать чисто логическим» 
путем. Вот простой пример, подтверждающий сказанной,. 


1 Ф.' Энгельс, Анти-Дюринг, Господитиздат, 1953, стр. 37., . 
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Изучая циклоиду 1 , Галилей заинтересовался вопросом — во 
сколько раз площадь фигуры, ограниченной одной ветвью цикло¬ 
иды и осью Ох, больше площади порождающего круга. Не распо¬ 
лагая математическими средствами решения поставленного во¬ 
проса 2 , Галилей постарался угадать искомый ответ при помощи 
физического опыта. Он взял однородную металлическую пластин¬ 
ку одинаковой толщины и аккуратно вырезал из нее круг и фигу¬ 
ру, ограниченную одной ветвью циклоиды и осью Ох. Затем он 
взвесил модели этих фигур и нашел, что вес первой в три раза 
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меньше веса второй. Учитывая свойства пластинки, Галилей за¬ 
ключил, что площадь первой фигуры в три раза меньше площа¬ 
ди второй. Однако Галилей не счел проведенный им опыт доказы¬ 
вающим найденное отношение площадей рассматриваемых фигур, 
этим согласились и другие математики. Результат Галилея полу- 
всеобщее признание, когда был доказан чисто математически 
Чем обусловлено указанное различие в способах теоретическо- 
го обоснования математики и других отраслей естествознания? 

Многие идеалисты отвечали и отвечают на этот вопрос так: 
Науки делятся на два вида: «эмпирические» и «рациональные». 
К, первым, например, относится биология, ко вторым — математи¬ 
ка. В первых речь идет об объектах реального мира и их свой¬ 
ствах; здесь эксперимент уместен. Вторые имеют объектом то что 
свойственн о только «Я», или что априорно, или является продуй¬ 


ся точкпйТТп называют К Р ИВ / Ю ММ г М л (черт. 6), которая описывает- 
по оси О, ^ КРУГЭ ’ КатЯЩегося ( в Рассматриваемом примере без скольжения) 
по оси Ох. Когда круг сделает один полный оборот, точка М вычертит олнѵ 
ветвь циклоиды — кривую ММ Х М 2 . вычертит одну 

..о.™», в Р емя жизни Галилея необходимые для решения этой задачи методы 
математического анализа только начали разрабатываться. 

„„„ 0днако — подчеркнем это еще раз — эксперимент как средство наведе¬ 
на упока™*'™™ математики и как п Рием педагогического воздействия 

иллюстоапии I т ^ И » еСЛИ ИМеТЬ Ц ВИДУ м °Д ели рование, геометрические 
иллюстрации и т. п.) может играть и играет выдающуюся роль. 
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том чистой мысли и т. п.; в этих науках безраздельно царит толь¬ 
ко логика. Так, например,*И. Кант утверждал, что «...математи¬ 
ческие положения всегда суть суждения а ргіогі, а не эМпйои- 
ческие, так как они имеют в себе необходимость, которая не мо¬ 
жет быть взята из опыта» *. 

Отстаиваемое этими идеалистами деление наук на «эмпиричес¬ 
кие» и «рациональные» так же антинаучно, как антинаучно тол¬ 
кование истин всей науки, как условностей, соглашений и т. п. 
Эксперимент, опыт —► общим образом практика, входит в матема¬ 
тику, как и в другие разделы естествознания. Только в математику 
они входят не непосредственно, как, скажем, в биоло¬ 
гию, а через основные посылки и логику. 

Почему же в математике признаются только чисто логические 
доказательства? Особенности теоретического построения (логичес¬ 
кого развития) теории надо искать в перрую очередь в особенно¬ 
стях ее предмета. Конечно, при этом надо'учитывать уровень дру¬ 
гих наук и философии. 

В отличие от других отраслей естествознания, математика изу¬ 
чает только количественные отношения и пространственные фор¬ 
мы реального мира, безразличные (в известных границах) к их 
качественному содержанию. Это безразличие может быть очень 
широким и глубоким. Мы выше отмечали, что каждая матема¬ 
тическая теория допускает в принципе бесчисленное множество 
качественно различных интерпретаций. Учитывая эти факты, 
можно сразу согласиться с тем, что, установив выполнимость тео¬ 
ремы теории в одной или нескольких ее интерпретациях, мы 
общего доказательства теоремы не найдем. Напротив, 
если эта теорема доказана чисто логическим путем, на 
основе исходных посылок и правил логики, то она верна для соот¬ 
ветствующих объектов любой интерпретации теории, т. е. истин¬ 
ность ее установлена во всей общности. 

В рассматриваемом вопросе играет роль и особая абстракт¬ 
ность математических понятий и то, что в каждой из них теоре¬ 
мы относятся к бесконечным множествам чисел, геометрических 
фигур и т. п., т. е. то, что так же обусловлено предметом исследо¬ 
ваний математики. 

Отметим, что в силу рассмотренной особенности логического 
обоснования математики вопрос об истинности и точности 
утверждений любой математической теории всецело сводит¬ 
ся к вопросу об истинности и точности ее исходных посылок. 
Как мы видели, это обстоятельство играет существенную роль в 
том, что точность каждой (практически каждой) математической 
теории может быть поднята до уровня точности арифметики. 

Правильные принципы служат не только для логического 
обоснования содержания теории. «Настоящая законная научная 
теория, — писал И. П. Павлов,—должна не только охватывать 


1 И. Кант, Пролегомены, Соцэкгиз, 1937, стр. 21. 
6 1588 


81 



весь существующий материал, но и открывать широкую возмож¬ 
ность дальнейшего изучения» *. 

В каждой математической теории создание фундамента и 
представление ее фактического содержания в его взаимных свя¬ 
зях также преследует действенную цель — обосновать в связи 
с -этим новые, более сильные методы исследований и решения 
задач теории. В учении о числе, .алгебре и математйческом ана¬ 
лизе, в теории рядов и многих других разделах математики спо¬ 
собность предусматривать и находить новые факты, как правило,, 
органически связана с тем, насколько их принципы могут помочь* 
разработке исчислений и действенных алгоритмов 1 2 , необходи¬ 
мых для решения задач этих теорий. Именно поэтому матема¬ 
тики в практике своей работы (а не во время йдеалистиче- 
окого философствования, коему некоторые из них подвержены) 
судят о ценности научных приемов обоснования математических 
теорий в первую очередь по значимости получаемых при их по¬ 
мощи новых результатов. Например, арифметика натуральных 
чисел может быть развита на различных, равносильных системах: 
аксиом. Однако отдают предпочтение той из них, в которой сразу 
дана аксиома индукции, существенно необходимая при всех 
основных заключениях и современных изысканиях, касающихся: 
свойств натуральных чисел и позволяющая обосновать для этой 
работы различные алгоритмы — алгоритмы сложения и умноже¬ 
ния, алгоритм делимости и т. п. 3 . 

В геометрии Евклида аксиома параллельности эквивалента 
теореме о сумме углов треугольника. Следовательно, с чисто' 
логической точки зрения ничто не может нам помешать 
изъять из системы аксиом Евклида аксиому параллельности и 
поставить на ее место утверждение: сумма углов треугольника 
равна 2 й. Однако на такую замену никто не пошел потому, что 
для доказательства важнейших предложений геометрии Евклида 
(учение о подобии, площадях и объемах) и для решения огром¬ 
ного количества задач — в том числе и практического характе¬ 
ра, — нужна именно аксиома параллельности. 

Когда Гильберт разработал непротиворечивую, полную систе¬ 
му взаимно независимых групп аксиом геометрии Евклида, этим 
было сделано многое в логической разработке ее основ. Но 
именно благодаря этому Гильберт смог глубже проникнуть в 
конкретное содержание различных геометрий (Евклида, Лоба¬ 
чевского, Римана), развить неархимедову, недезаргову и непас- 
калеву геометрии, в новом направлении развить учение о пло¬ 
щадях и объемах. Результаты Гильберта были развиты его 
последователями (Ден и другие). Аксиоматический метод Гиль- 


1 И. П. Павлов, Двадцатилетний опыт, 1938, стр. 566. 

2 Определение алгоритма будет дано дальше. 

8 Почему в арифметике натуральных чисел аксиома индукции играет 
главенствующую роль — это будет выяснено в главе, посвященной аксиома¬ 
тическому методу. 
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берта принес исключительно важные результаты ив только в 
математику, но и далеко, за ее границы (например, в кристалло¬ 
графию) *. Начатое еще Коши развитие теории пределов яннлрсь 
значительным шагом в логической разработке основоначал ма¬ 
тематического анализа; вместе с тем теория пределов оказалась 
изумительным инструментом исследований и решения задач ма¬ 
тематического анализа и многих других разделов математики 2 . 

История показывает, что в математике долго живут и совер¬ 
шенствуются те способы обоснования ее теорий, благодаря кото¬ 
рым эти теории обладают действенной силой, служат делу 
развития самой математики, других разделов естествознания 
и техники. 

Решается ли первая или вторая из указанных задач обосно¬ 
вания математической теории — успех определяется еще и тем л 
насколько общи ее принципы, т. е. насколько широко описана 
в них сущность предмета исследований во всех его воз¬ 
можных проявлениях. В. И. Ленин указывал: « совокуп¬ 
ность всех сторон явления, действительности и их (взаимо) 
отношения — вот из чего складывается истина» 3 . В силу специ¬ 
фики предмета своих исследований математика особо заинтере¬ 
сована в развитий наиболее общих методов, способных охватить 
объекты исследований во всех возможных видах и взаимосвя¬ 
зях. Именно поэтому на всех этапах развития математики как 
науки ученые старались дать математическим теориям не только 
наиболее точное, но и наиболее общее обоснование. 

Постановка проблемы, доказательство, методы исследования 
и решения задачи — все совершаемое в математике считается 
строгим, если удовлетворяет требованиям, предъявляемым в со¬ 
ответствующий период времени к обоснованию математики. 
Следовательно, понятие математической строгости не является 
первоначальным. Но, возникнув, понятие строгости служит 
критерием выполнения .требований, предъявляемых к обос¬ 
нованию математики, и, следовательно, в принципе играет в ма¬ 
тематике хотя и• вспомогательную, но действенную роль. 

Не следует, конечно, думать, что на каждом историческом 
этапе существует единое толкование математической строгости, 
разделяемое всеми математиками. Это зависит от того, как ма¬ 
тематики толкуют задачи обоснования математических теорий, 
от их мировоззрения и от широты и глубины их знаний. Вспом¬ 
ним описанную выше борьбу Коши прцтив понятия актуальной 
бесконечности и то, как к нему относился Больцано! Но вместе с 
тем на каждом этапе развития математики в толковании мате¬ 
матической строгости имеются некоторые общие черты, с кото¬ 
рыми считаются почти все математики. В наше время едва ли 


1 Подроби ее об этом сказано в главе об аксиоматическом методе. 

2 Подробнее об этом сказано в третьей главе первой части «Очерков». 

3 В. И. Ленин, Филсссфские тетради, Госполитиздат, 1947, стр. 169. 
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можно найти математика, который при стрфом обосновании ма¬ 
тематического анализа счел бы возможным обойтись без дока¬ 
зательства основных свойств непрерывных функций. Но много ли 
было таких математиков в XVIII в.! 

Нередко говорят, что излишняя щепетильность математиков 
при выполнении требований математической строгости мешает 
развитию естествознания и техники, а порой даже и самой ма¬ 
тематики. Это, конечно, не так. Математическая строгость бы¬ 
вает разная. 

Если понимание математической строгости отвечает передо- 
ным идеям науки, борьба за выполнение ее требований, как пра¬ 
вило, приводит к новым, порой совершенно неожиданным ре¬ 
зультатам, позволяет создать общие теории. Это та математи¬ 
ческая строгость, которая в первую очередь нацелена на решение 
актуальных проблем науки и техники. Ограничимся только одним 
примером. Когда А. М. Ляпунов нашел свои результаты* отно¬ 
сящиеся к задаче об устойчивых формах равновесия вращаю¬ 
щейся жидкости, он существенно обобщил результаты А. Пуан¬ 
каре (полученные последним в этом направлении) и исправил 
ошибочные заключения астронома Дарвина (сына гениального 
биолога), основанные на выводах Пуанкаре. А. М. Ляпунов 
достиг этого не только благодаря своей гениальности, но и пото¬ 
му, что боролся за создание общей теории вопроса, подходил к 
вопросу с жесткими требованиями строгости, а Пуанкаре ими 
пренебрег >. 

Имея в виду именно такую научную математическую стро¬ 
гость, П. Л. Чебышев рекомендовал преподавателям математики 
приучать учащихся к строгим доказательствам теорем, требовал 
не подменять доказательство проверкой 1 2 . 

Бывает и псевдо-математическая строгость, строгость ради 
самой строгости. Такая строгость не нужна ни науке, ни практике: 
нередко она мешает их развитию и преподаванию математики. 
Едва ли есть необходимость останавливаться на образцах такой 
«строгости»; отметим только, что в школе она превосходно ужи¬ 
вается с формализмом в преподавании математикй. 

§ 2. Процесс абстрагирования основных понятий и посылок 
математических теорий 

В предшествующем гіараграфе было установлено, что для ло¬ 
гического развития содержания математической теории необхо¬ 
димо сперва выделить ее наиболее общие понятия, отношения и 
законы, установить их объективность и точность и потом дока¬ 
зывать соответствующие теоремы. Здесь ’ мы рассмотрим, как 


1 См. по этому вопросу: А. М. Ляпунов, О форме небесных тел, в 
кн. А. М. Ляпунов, Избранные труды, изд. АН СССР, 1948, стр. 301—322. 

2 П. Л. Чебышев, Сочинения, т. V, 1951, стр. 317 и след. 
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протекает процесс выделения основных посылок математических 

теорий, в чем его существо. 

Трактуя математику как продукт «чистого» мышления или 
как систему условных соглашений, субъективные идеалйсты точ¬ 
но так же трактуют и ее исходные посылки. Последние высту¬ 
пают пргі этом основными соглашениями, привносимыми в мате¬ 
матику из «чистого» мышления для упорядочения ее 
утверждений. Кантианцы, естественно, трактуют принципы ма¬ 
тематических теорий, как утверждения а ргіогі. 

Поскольку математика изучает определенную сторону мате¬ 
риального мира, ее основные положения и принципы должны 
иметь объективное содержание. Как мы видели, факт этот не¬ 
опровержимо подтверждают способы, какими в математике до¬ 
казывают точность ее посылок. Значит, основные посылки ма¬ 
тематики, в частности ее аксиомы, не условные соглашения, не 
утверждения а ргіогі. И в этом вопросе точка зрения субъектив¬ 
ного идеализма и кантианства является совершенно ошибочной. 

Учитывая объективный характер науки, Ф. Энгельс в свое 
і время критиковал' Дюринга, также полагавшего возможным 
привносить принципы в науку из «чистого» мышления, кан 
нечто вечное и предельно всеобщее, а по сути же как 
чисто условные соглашения. Ф. Энгельс указывал, что принципы 
науки, в том числе математики, абстрагируются из природы и 
человеческой истории и только благодаря этому имеют значение 
для науки и практики *. Имея в виду необходимость чисто логи¬ 
ческого обоснования математических теорий, математики долж¬ 
ны открыть и абстрагировать их принципы из всей 
совокупности взаимосвязей объектов теорий, как то, что 
является их общим, их сущностью, что позволяет разработать 
методы развития содержания теорий и решения различных задач. 

Этот процесс сложный, включающий в себя в качестве мо¬ 
ментов дедукцию и индукцию. Он начался очень давно, когда 
математика, как теория, еще и не существовала. Каи уже указы¬ 
валось выше, вавилоняне за две тысячи лет до нашего лето¬ 
счисления не владели математикой как теорией. Однако это не 
мешало им находить и понимать взаимные зависимости между 
некоторыми, математическими утверждениями, учиться исполь¬ 
зовать эти зависимости на практике и тем самым накапливать 
материал для теоретического построения математики. Насколько 
можно судить по данным истории, впервые теоретическое обосно¬ 
вание математики на сознательно выделенных принципах было 
осуществлено в . древней Греции. В наше время благодаря 
огромному запасу накопленных фактов и установленных ранее 
законов процесс выделения принципов очень сложен, требует 
гигантской творческой работы. 


* 1 См. по этому вопросу Ф. Энгельс, Анти-Дюринг, Госполитиздат, 

1953. стр. 34. 



Сказанное, быть может, покажется читателю недостаточно 
убедительным по следующим соображениям. Истина — «две точ¬ 
ки определяют одну прямую» — проще большинства других 
истин геометрии. Люди, конечно, узнали ее одной из первых. 
Как тюсле этого можно говорить, что указанная истина была 
выделена впоследствии как аксиома, на базе ранее установлен¬ 
ных фактов? . 

Дело в том, что, когда люди впервые осознали указанную 
истину, она не была аксиомой, являлась таким же отдельным 



геометрическим фактом, как и все другие геометрические факты, 
в то время известные. Но когда число геометрических фактов 
стало значительным (в древней Греции это имело место в 
V—IV вв. до и. э.), возникла задача отобразить, описать их 
взаимосвязи. Для этого было необходимо выделить посылки опи¬ 
сывающие основные отношения, в которых могут выступать пря¬ 
мые, треугольники, окружности и т. п. Когда заметили, что к 
числу таких посылок надо отнести истину «Две точки определяют 
единственную прямую», тогда она по сути стала аксиомой. 

Точно так же отыскивали основные посылки арифметики 
комплексных чисел, анализа бесконечно малых, неевклидовых 
геометрий и т. п. Остановимся подробнее на открытии гипербо¬ 
лической геометрии Н. И. Лобачевского. 

Допустим, что из точки А, лежащей вне прямой а, проведены 
два луча АР Х и АР 2 , пересекающие эту прямую в точках Р х и Р 2 
(черт. 7). Будем вращать эти лучи около точки А (как по¬ 
казано стрелками), так , чтобы Р\ и Р 2 оставались на прямой а. 
Может случиться, что лучи АР і и АР 2 будут стремиться к одному 
предельному положению —к прямой СД не пересекающей 
прямую а. Логически не исключено, что лучи АР Х и АР 2 будут 
стремиться к двум различным предельным положениям — к лу¬ 
чам АМ и АЫ не пересекающим прямую а и симметричным 
относительно АЕ. Евклид остановился на первой возможности. 

Бесплодность многовековых попыток - доказать пятый посту¬ 
лат Ьвклида подсказывала /Лобачевскому, что вторую воз- 
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ложность исключать нельзя и что, по-видимому, она мйжет иметь 
место в действительности. Несомненно, однако, что уверенность 
в правильности этой мысли не могла возникнуть ранее первой 
половины XIX в. Только в это время новые данные ..науки — 
в первую очередь физики, механики и математического анализа, 
показали, что в качестве посылок, способных обеспечить теории 
надлежащее развитие, необходимо Избирать истины, наиболее 
полно и всесторонне описывающие основные отно¬ 
шения и свойства изучаемых объектов. Эти новые требования 
науки Лобачевский не только знал, но и дал им глубокое мате¬ 
риалистическое истолкование, в ряде пунктов поднимающееся 
до их диалектико-материалистического истолкования. Все это 
убеждало Лобачевского в необходимости учитывать вторую, от¬ 
брошенную Евклидом, возможность и соответственно ей строить 
новую (как нетрудно убедиться—более общую) геометрию. Как 
видим, Н. И. Лобачевский открыл гиперболическую геометрию 
не потому, что по собственному желанию совершенно произволь¬ 
но заменил в посылках геометрии Евклида пятый постулат иной 
-аксиомой параллельное;™ и на полученной таким путем новой си- 
системе аксиом логически развил новую геометрию 

Некоторые сторонники субъективно-идеалистического миропо¬ 
нимания говорят, что если Лобачевский сумел показать суще¬ 
ствование геометрий, базирующихся на различных системах 
.аксиом, то теперь никто не может нам помешать совершенно 
-свободно выбирать аксиомы и строитъ на них новые математи¬ 
ческие теории. 

Это утверждение субъективных идеалистов не обладает до¬ 
казательной силой. В выборе и комбинировании основных посы¬ 
лок математаческих теорий современные математики более сво¬ 
бодны, чем математики предшествующих столетий. Но не потому, 
что математики «совершенно свободны» в своих действиях. 

Современная математика глубоко проникла в природу пред¬ 
мета своих исследований, охватила широкие областа его прояв¬ 
ления. Благодаря этому математики могут делать более разно¬ 
образные обобщения, исследовать их в разнообразных связях. 
Далее, если даже допустить, что теперь математик может ком¬ 
бинировать основные посылки, как ему заблагорассудится, то 
надо согласиться с тем, что он построит новую математическую 
теорию лишь тогда, когда докажет существование хотя бы одной 
областа объектов, основные отношения и связи которых списы¬ 
ваются системой избранных им посылок. Иначе говоря, в ко¬ 
нечном счете дело не в том, как выбирают основные посылки, а 
в том—отражают ли они что-либо в реальном мире или не 

1 См по этому вопросу: С. А. Яновская, Передовые идеи Н. И. Ло- 
-бачевского—орудие борьбы против идеализма в математике, изд. АН СССР, 
1950. Эта работа С. А. Яновской, в несколько переработанном и дополнен¬ 
ном виде, опубликована в выпусках III и IV «Историко-математических иссле¬ 
дований». ' 
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сплетенных фраз, составляющий С ѵ^ Р0Са Зависит не от ХИТ Р» 
тивных .идеалистов, а от практик «аргументации*, субъею 
истинр и в математическом познании ’ являю Щейся критерием 
наконец, если «свободно» 

альігое истолкование, то Д 0 тсюда да Допускает ре¬ 

зочное положение среди дпѵгих , /г ^ Дует ’ что она займет 
Это случится, если она Д бѵдет У гппг^ 1тематическ Ч х дисциплин, 
математики, других наук и У гехники П^ аТЬ Развитию самой 
место только тогда когда теопиа й Последнее же может иметь, 
лиза конкретного ^материал а^мѵки ТЕЯ*** В Р ез У д ьтате ана- 
обобщений. Теория групп колеГи полей И соответ ствующих 
проективном и топологическом 4 пп^!’ У 4 ® 11113 ° метрическом,, 
анализ, основанный на определении Р анствах > ма тематический 
невского—Дирихле и 4ори„Тр е ™ов ФУ иТп И 

таким путем, доказали свою действенногІ ’ В03 ™ и именно 

тг: г? ?™ 

тике не лишне напомнить следующий * соглашений в матема- 
замечания Бекона Веруламского У и Пипп^ 7 ^™ 6 И п Р авиль ные 
может быть, — писал Бекон в р ид Р°- «Никоим образом не 
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математике без доказательства», или «Аксиомы — это .утвержде¬ 
ния, истинность которых несомненна»*. Между тем о,спорным в= 
содержании аксиом (принципов) является следующее: 

1. Аксиомы (принципы) каждой математической теории опи¬ 
сывают наиболее общие и существенные свойства и взаимосвязи 
объектов, изучаемых в этих теориях. Благодаря этому при их по¬ 
мощи и по правилам логики доказывают теоремы теории, а 
также разрабатывают методы решения задач и дальнейшего 
развития содержания теории. 

2. 'Хотя .аксиомы некоторой неизменяемой системы не могут 
' быть доказаны так, как при их помощи доказывают теоремы, 
так как внутри теории они логически не доказуемы, — но это- 
не значит, что вопрос об их истинности остается открытым. 
Истинность и достаточная точность аксиом устанавливаются в 
практике (моделирование, проверка через другие науки и тех¬ 
нику и т. п.). 


§ 3. Причины развития способов обоснования математики 
и понятия математической строгости 

Достигнув определенного уровня, фактическое содержание 
математики перерастает рамки существующих способов ее обо¬ 
снования и отвечающее им понимание математической строгости. 
Такой период трудностей роста математики обычно наступает 
тогда, когда перед ней встают новые, существенно важные зада¬ 
чи, решить которые она не в состоянии, или возникает необходи¬ 
мость установить истинность или ложность некоторых узловых, 
принципиальных утверждений, что она сделать не может. Когда 
научное и практическое значение таких неразрешенных задач и- 
проблем становится существенным, тогда фактическое содержание 
математики приходит в противоречие с существующими спосо¬ 
бами его обоснования и действующим пониманием математиче¬ 
ской строгости; последние из фактора роста математики все более 
превращаются в тормоз ее развития. Тогда возникает необхо¬ 
димость создания новых, более общих способов обоснования ма¬ 
тематики и нового толкования математической строгости, способ¬ 
ных / охватить расширившееся фактическое содержание матема¬ 
тики, решить ее «неразрешимые» задачи и проблемы и создать- 
предпосылки Для разработки более общих и действенных мето¬ 
дов ее дальнейшего роста. 

Появление в математике «неразрешимых» задач и проблем 
неизбежно потому, что она развивается в первую очередь как 
орудие естествознания и техники. Рано или поздно, но последние 
поставят перед математикой существенно новые задачи и пробле¬ 
мы, решить (а порой даже правильно осмыслить) которые она 
временно окажется не в состоянии. 

1 До работ Н Й Лобачевского последняя трактовка аксиом была обще¬ 
принятой. После признания работ Н. И. Лобачевского она была оставлена. 


Неизбежность наступления периодов коренной переработки 
фундамейіга и методов математики была подмечена передовыми 
философами и математиками дабно. Уже Бекон Веруламскии пи- 
сал: «Тщетно ожидять большого прибавления в науках от введе- 
ния и прививки нового к старому. Должно быть совершено об¬ 
новление до последних основ, если мы не хотим вечно вращаться 
в кругу с самым ничтожным движением вперед» *. 

Два достаточно известных факта подтверждают сказанное. 

Как уже указывалось, математика переменных величин полу¬ 
чила в XVII в. развитие лишь потому, что под влиянием астроно¬ 
мии и механики, а в конечном счете благодаря запросам разви¬ 
вающегося производства, возникла необходимость, вычислять 
нлощади и объемы геометрических фигур, проводить касатель¬ 
ные к разнообразным кривым, находить центры тяжести тел и 
т. и., т. е. решать задачи, для чего у математики постоянных 
величин не было достаточных средств. Новый этап развития ма¬ 
тематики стимулировал и впоследствии сопровождался разра» 
боткой новых способов ее обоснования как в части математики 
переменных, так и постоянных величин. 

Проблема параллельных возникла давно: древнегреческие ма¬ 
тематики, по-видимому, занимались ею до выхода в свет «Начал» 
Евклида. Эта проблема привлекала внимание математиков раз¬ 
личных народов в течение многих столетий. Поскольку до конца 
XVIII в. математики ошибочно полагали, что истинной может 
быть только геометрия Евклида, они сформулировали проблему 
параллельных в категорической форме: «На базе остальных ак¬ 
сиом и постулатов геометрии Евклида доказать его пятый посту¬ 
лат». Разработав гиперболическую геометрию, Лобачевский и 
Бойяи доказали независимость аксиомы параллельности от 
остальных аксиом и постулатов Евклида. Этим была установлена 
неправильность традиционной формулировки проблемы парал¬ 
лельности и показано, что ее надо было формулировать в вопро¬ 
сительной форме: «Можйо ли на базе остальных аксиом и посту¬ 
латов Евклида доказать его пятый постулат?» 

Исчисления и алгоритмы, методы решения задач и доказа¬ 
тельств теорем связаны с существующими способами обоснова¬ 
ния математики, в той или иной мере основываются на них. Бла¬ 
годаря этому анализ причин трудностей роста математики неиз¬ 
бежно приводит к критическому пересмотру ее основ. Здесь в свете 
новых фактов нередко выявляются противоречия и парадоксы, 
громоздкость и неэффективность исчислений и алгоритмов и т. п. 
Сначала кажется, что эти трудности чуть ли не опровергают 
существующие математические теории. Однако последующий 
анализ, основывающийся преимущественно на выявлении суще¬ 
ства «неразрешимых» задач и проблем, в конце концов позволяет 
найти за этими трудностями то реальное, что необходимо вклю- 


1 Бекон Веруламский, Новый органон, Соцэкгиз, 1935, стр. 1Н, 



чить в обобщенные ТСории, как'противополож-. 
яость или иной вид.тог о, что изучалось в исход¬ 
ных теориях раньше 1 . 

Соответственно этому развиваются и обобщаются способы обо¬ 
снования математических теорий и становится возможным разра¬ 
ботать более эффективные методы решения проблем и задач ма¬ 
тематики. Как уже указывалось, жизненность последних прове¬ 
ряется на том, как при их помощи удается решить ранее «нера'з- 
.рсшимые» задачи и проблемы и что они помогают найти новое. 
Если разработка фундамента математики‘приводит к существен-^ 
но новому толкованию способов обоснования математических 
теорий, то это ведет к развитию и обобщению толкования мате¬ 
матической строгости. 

«Детальная разработка вопросов, особенно важных с точки 
зрения приложений и в то же время представляющих особенные 
теоретические трудности, требующие изобретения новых методов 
и восхождения к принципам науки, затем обобщение полученных 
выводов и создание этим путем более или менее общей тео¬ 
рии» 2 ,— вот что считал П. Л. Чебышев решающим для успешно¬ 
го развития математики. 

В процессе разработки новых методов и фундамента матема¬ 
тики существующие способы ее обоснования и отвечающее им по¬ 
нимание математической строгости целиком не отбрасываются: 
в своем положительном содержании они удерживаются в новой 
их трактовке. Точно так же новые факты не разрушают всех ра¬ 
нее установленных фактов, а пополняют, обогащают их запас и 
служат делу их обобщения. 

Итак, чем больше в математике жизненно важных «неразре¬ 
шимых» задач и проблем, чем разнообразнее их содержание, тем 
больше объективных данных для успешной разработки новых 
способов обоснования ее теорий и, следовательно, для преодоле¬ 
ния трудностей роста математики. Это обстоятельство иногда вы¬ 
ражают так: чтобы усилия математиков в деле разработки новых 
и действенных способов обоснования математических теорий мог¬ 
ли привести к'положительным результатам, в математике новый 


1 Великие математики и философы прошлых веков нередко указывали, 

что источник парадоксов надо искать в незаконной экстраполяции свойств 
известного на область изучаемого. Например, Галилео Галилей (Сочинения, 
ГТТИ, т. I, стр. 95) указывал, что парадоксы, связываемые с понятием бес¬ 
конечного множества, в конечном счете являются следствием нашей привыч¬ 
ки приписывать ему свойства, известные «...по вещам конечным и огра¬ 
ниченным» Важнее, однако, подчеркнуть, что в процессе развития матема¬ 
тики такая экстраполяция совершенно неизбежна, так как сначала изучае¬ 
мое всегда оценивается в свете изученного, пока не будет познано как н о- 
в о е. , 

2 А М. Ляпунов, Пафнутий Львович Чебыщев. «Сообщения Харьков¬ 
ского математического о-ва», вторая серия, т. IV, Лэ 5, 6, стр. 272. См. 
также П. Л. Чебышев, Избранные математические труды, Огиз, М.—Л., 
1946, стр. 20. 
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фактический материал должен бытъ накоплен в достаточном? 
количестве. 

При разработке новых способов обоснования математики и? 
нового понимания математической строгости всегда важную роль- 
играло то, как математики трактовали предмет и критерий истин- 
нЬсти своих теорий: научно, материалистически или антинаучно, 
идеалистически. ' • 

Каждый идеалист стремится развить всеобъемлющую систе¬ 
му философии, годную, если можно так сказать, для всех времён 
и народов. Вследствие этого математик-идеалист ставит «вне ма¬ 
тематики» те ее разделы, которые не согласуются или противо¬ 
речат его философской системе. Обычно такая участь постигает 
недостаточно разработанные разделы математики, нередко свя¬ 
занные с парадоксами. Это было показано раньше на примере 
действий Платона и Коши 1 : В этой связи можно упомянуть и 
современных математиков-идеалистов. Б'орель и другие эффек- 
тивисты (по сути махисты) в угоду субъективно-идеалистическо¬ 
му толкованию критерия истины ставили «вне математики» про¬ 
тиворечащие ему аксиому выбора Цермело и многие результаты 
математики, связанные с понятием математического континуума г . 

По этой же причине математики-идеалисты обычно абсолюти¬ 
зируют проверенные ранее способы обоснования математических: 
теорий, стараются представить их как фундамент здания матема¬ 
тики, способный выдержать неограниченную надстройку ее эта¬ 
жей. Так, Гильберт в его идеалистической системе формализма 
отстаивал аксиоматическое обоснование математических теорий,, 
которое по его мнению одно способно дать математике обоснова¬ 
ние, полностью исчерпывающее ее предмет. Такой подход к спо¬ 
собам обоснования математики ограничивает дело их разработки 
и тем самым тормозит развитие математики. 

Рано или поздно, но новые научные факты опрокидывают 
ограничения, накладываемые идеалистами на математику, а вме¬ 
сте с ними разрушаются и их философские системы. Практика 
математических исследований опрокинула злобные выпады Пла¬ 
тона против атомизма Демокрита и его приложений в математи¬ 
ке и заставила математиков забыть критику Коши идеи актуаль¬ 
ной бесконечности. Математики были вынуждены заняться даль- 
нейшим развитием метода Демокрита и разработкой идеи актуа¬ 
льной бесконечности. Такая же участь в принципе постигла эф- 
фективизм и формализм. 

Гедель доказал непротиворечивость сильной системы аксиом» 
теории множеств, включающей аксиому Цермело и гипотезу кон¬ 
тинуума. Тем самым было доказано, что ставить «вне математи¬ 
ки» аксиому Цермело и некоторые разделы математики по мень¬ 
шей мере рисковано. Гедель же доказал, что в терминах ариф- 


* См. главу I, § 4 первой части настоящих «Очерков». 

См. В. Н. Молодший, Эффективизм в математике, Соцэкгиз, 193&> 
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метики натуральных чисел (к которой присоединены тс или иные 
правила вывода) всегда можно сформулировать проблему, не 
разрешимую средствами этой арифметики. Таким образой, ркси- , 
оматическое обоснование арифметики натуральных чисел нё мо¬ 
жет исчерпать ее предмет. Можно говорить только об асимпто¬ 
тическом исчерпывании предмета арифметики натуральных чисел 
в связи с развитием все более и более сильных систем ее аксиом. 
Открытие Геделя нанесло сокрушительный удар формализму 
Гильберта. ^ 

В силу существования в капиталистических странах заказа 
на идеализм такого рода удары науки по идеалистйческим извра¬ 
щениям ее данных не могут привести к изгнанию идеализма из г 
математики. Идеализм перестраивается и продолжает паразити¬ 
ровать на данных науки в иных формах. В наше время матема¬ 
тики-идеалисты называют эффективном и формализм «наивным 
воззрением»; они развивают «новое» толкование вопросов об¬ 
основания математики, «отвечающее» ее современному состоянию. 

В противоположность идеализму, в наше время диалектичес¬ 
кий материализм помогает математикам правильно понять пред¬ 
мет и закономерности развития их науки. Он учит их не бояться, 
трудностей роста математики, не ограничивать поле исследова¬ 
ний математики, а направлять внимание на конкретное содержа¬ 
ние этих трудностей, так как за ними обычно скрывается то но¬ 
вое, что существенно важно для развития математики. 

"" На каждой ступени развития математики существуют как 
•«тарые, так и новые способы обоснования ее теорий. Переход от 
первых ко вторым более чем редко представляет эволюционный 
процесс. Сторонники новых способов обоснования математики 
завоевывают "им право первенства путем показа их действенности 
в борьбе против устаревших способов ее обоснования. Только на¬ 
учный анализ этой борьбы может вскрыть реальный процесс раз¬ 
вития способов, обоснования математики. 

Сказанное о причинах развития способов обоснования мате¬ 
матики и понятия математической строгости подтверждается всем 
ходом истории математики. Некоторые, относящиеся к рассма¬ 
триваемому вопросу, исторические данные будут рассмотрены 
дальше *. 

Итак, способы обоснования математики и понятие математи¬ 
ческой строгости меняются во времени, развиваются вместе с рос¬ 
том фактического содержания математики. 

Новые научные способы обоснования математики и новое по¬ 
нимание математической строгости потому и возникают, что бее 
их объединяющей, систематизирующей и действенной силы невоз¬ 
можно решать новые задачи математики и ее приложений. 


1 См. главу III первой части и главу II второй части настоящих 
«Очерков». 
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Следовательно, всеобъемлющее, законченное обоснование 
математики, безразличное к объему и качественным особенностям, 
её фактического содержания, а значит, и предельно оформленное 
понятие математической строгости невозможны. 

В заключение заметим следующее. В. математике накопление 
новых фактов и разработка способов обоснования математичес¬ 
ких теорий являются неотделимыми компонентами реального 
процесса ее развития. Однако на различных этапах истории эта 
компоненты играІЬт неравнозначную роль. Когда математика рас¬ 
полагает методами, достаточными для решения ее основных за¬ 
дач как теоретического, так и прикладного характера, тогда она 
развивается преимущественно за счет новых фактов и новых тео¬ 
рий, обоснованных существующими для этого способами. Даже 
появление «парадоксов» — этих первых вестников существенно¬ 
нового — почти не меняет ее принципов. Но когда появляются 
существенно важные задачи и проблемы, решить которые суще¬ 
ствующими методами не удается, когда число таких задач и про¬ 
блем все время растет, тогда на первое место выступают вопро¬ 
сы переработки и создания более общих и более действенных 
способов обоснования математики. Успешная разработка послед¬ 
них вновь возвращает математику к преимущественному отыска¬ 
нию новых фактов, но уже на более широкой основе и с более 
сильными методами. 

Итак, между развитием фактического содержания математи¬ 
ки и способами его обоснования осуществляется диалектическое 
взаимодействие на основе роста ее фактического содержания, 
обусловленного раньше всего практическими потребностями при¬ 
менения математических теорий. 

§ 4. Содержание и значение математической символики 

История науки показывает, что логическая структура и рост 
каждой математической теории с определенного этапа ее разви¬ 
тия становятся все в большую зависимость от использования 
математической символики и ее усовершенствования. «В настоя¬ 
щее время,— указывали Гильберт и Аккерман,— было бы уто¬ 
пией при построении какой-либо математической дисциплины 
пытаться обойтись лишь обычным языком» ] . 

Когда индийцы в V в. н. э. ввели знак для нуля, они смогли 
оставить поразрядную систему счисления и развить абсолютную 
позиционную десятичную систему счисления, превосходство 
которой при счете если и. не осознают, то повседневно используют 
сотни миллионов людей. Алгебра и аналитическая геометрия, 
обязаны многим тому, что Виета и Декарт разработали основы 
алгебраического исчисления. Введенные Лейбницем обозначе¬ 
ния производной и интеграла помогли развить дифференциальное 

1 Д. Гильберт и В. А к к е р м,а н, Основы теоретической логик и „ 
ГИИЛ, М., 1947, стр. 17. 
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и интегральное исчисление; задачи яа вычисление площадей, 
объемов, работы силы, решение которых раньше было доступно 
только первоклассным математикам, стали решаться почти авто¬ 
матически. Благодаря этому обозначения Лейбница помучили 
широкое распространение и проникли во все разделы, науки, где 
используется математический анализ. 

Пример с обозначениями производной и интеграла особенно- 
ярко подтверждает правильность замечания Л. іКарно о том, что 
в математике «...символы не являются только записью мысли, 
средством ее изображения и закрепления, — нет, они воздей¬ 
ствуют на самую мысль, они, до известной степени, направляют 
ее, и бывает достаточно переместить их на бумаге, согласію из¬ 
вестным очень простым правилам, для того, чтобы безошибочно 
достигнуть новых истин» *. 

В чем заключено объективное содержание математическом, 
символики? Как объяснить значение символики математики, 
опираясь на правильное истолкование ее содержания? 

Как известно, многие идеалисты считают мышление людей 
неспособным дать объективную истину. Для них наука -систе¬ 
ма символов, знаков, практически целесообразных, имеющих 
смысл только в отношении «Я» — созданных «Я», или подска¬ 
занных богом этому «Я». 

Они неоднократно пытались подтвердить свое толкование 
сущности познания ссылками на роль знаков в математике. 
И, конечно, не случайно. Абстрактность предмета математики, 
сложность закономерностей ее развития и все усиливающееся 
использование в ней «языка» символов — вот что способствует 
идеалистам отрицать объективность истин математики, тракто¬ 
вать математику только как систему целесообразно подобранных 
символов и в этой связи «подтверждать» свою философию. 

Ошибочность идеалистической трактовки предмета математи¬ 
ки доказана всём ходом развития научного знания; тем самым 
установлена ошибочность и идеалистического толкования сущ¬ 
ности и значения математических символов. ' 

Чтобы дать верный ответ на поставленные вопросы, надо от- 
х бросить идеалистические измышления о роли символов в позна¬ 
нии и проанализировать, как используются символы в матема¬ 
тике и других науках. 

Математические символы — их~. обычно называют знаками 
служат в первую очередь для записи математических понятий и 
предложений. 

В арифметике количественных натуральных чисел знаки 
1, 2, 3,... выражают количественную характеристику групп пред¬ 
метов, содержащих один, два, три и т. д. предмета^ Знаки >, 
= , < обозначают отношения, в которых могут выступать количе- 

1 Л. Карно, Размышления о метафизике исчисления бесконечно малых, 
ГТТИ, 1933, стр. 218. 
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<пгвенные' йатур'альные чйсла; так, запись 7 < 12 обозначает, что. 
количественное натуральное число 7 меньше' количественного 
натурального числа 12. Используются еще и знаки, выражающие 
возможные связи между количественными натуральными числа¬ 
ми (зй^ки арифметических действий): +, —, х, Все эти зна¬ 
ки позволяют совершенно точно выразить разнообразные 
утверждения арифметики количественных натуральных чисел 
Так, запись 

3-4 —2 = 5-2 

обозначает, что произведение трех на четыре, после вычитания 
двух, дает число, равное произведению пяти на два.. 

В алгебре используются знаки для обозначения парамет¬ 
ров и переменных величин; их обычно обозначают буква¬ 
ми: а, Ь,..., х, у,.., и т. д. Так, в уравнении 

ах 2 + Ьх + с = О 

каждый коэффициент а, 6, с может принимать любое действи¬ 
тельное значение, а неизвестное х отыскивается во множестве 
всех комплексных чисел; 

Использование знаков переменных величин позволяет фор¬ 
мулировать законы алгебры, а также и других математических 
теорий в общем виде. Примером могут послужить формулы 
. тон же алгебры: 

(а + Ь) 2 = а 2 + 2аЬ +'Ь 2 , 

— Ь ± V & — 4ас 

Х К2 = - - -- 

и т. п. 

Если рассматривать различные интерпретации одной и той 
же системы исходных посылок, то переменными становятся не 
только понятия об объектах теории, но и - понятия об отно¬ 
шениях и связях между ними. В системе аксиом Пеане 
знаки >, =, <, +, — и т; д. имеют.различный смысл в зави¬ 
симости от того, обозначают ли знаки 1, 2 ,... количественные или 
порядковые натуральные числа,. В первом случае запись 7 < 12 
читается «семь меньше 12», во втором — «семь предшествует 
двенадцати».' Совершенно ясно, что каждый закон, установлен¬ 
ный при помощи аксиом Пеано, например законы счета, 

а + (6 + с) = (а + 6) + с, а 4- 6 = 6 + а; 
а (6с) = (аЪ) с, аЬ = Ьа; 

' (а + 6) с = ас + 6с 

обладают еще большей общностью; чем законы «школьной» 
алгебры. 

Математические знаки позволяют записывать в компакт¬ 
ной и легко обозримой форме предложения, выражения кото- 
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рых на обычном языке были бы крайне громоздкими. Это облег¬ 
чает их запоминание й способствует более глубокому осознанию 
их содержания. 

Итак, вопреки утверждению идеалистов математические зна¬ 
ки могут быть успешно использованы в математике для записи 
понятий и предложений лишь тогда, когда они отражают опре- 
деленн'ые количественные отношения и пространственные фор¬ 
мы реального мира. Поэтому, прежде чем использовать в рас¬ 
суждениях те или иные знаки, математик должен сказать, 
что каждый из них обозначает. В противном случае его не пой¬ 
мут. Н. И. Лобачевский писал: «...как мнения могут казаться 
ложно от того, что разумеют иначе слова, так всякое суждение 
в математике останавливается, как скоро перестаем понимать 
под знаком то, что оно собственно представляет» Однако, 
когда значение знаков установлено точно, каждый человек по¬ 
лучает возможность понимать под математическими отношения¬ 
ми только то, что они выражают. 

Символические знаки играют в математике роль, весьма 
сходную с той, какая принадлежит в обществе обычному языку. 
Подобно обычному языку «язык» математических знаков позво¬ 
ляет математикам обмениваться друг с другом и другими людь¬ 
ми установленными математическими истинами, налаживать кон¬ 
такт в совместной научной работе. Учитывая все это, Н. И. Лоба¬ 
чевский писал: «Подобно тому, как дар слова обогащает нас 
мнениями других, так язык математических знаков служит сред¬ 
ством еще более совершенным, более точным и ясным (в матема¬ 
тике и математических науках, конечно.— В. М.), чтобы один пе¬ 
редал другому понятия, которые он приобрел, истину, которую 
он постигнул...» 1 2 . 

В этой связи представляют также большой интерес мысли 
М. В. Остроградского о «языке» знаков алгебры. «Алгебру, — 
писал Остроградский, — можно рассматривать как речь особого 
свойства, имеющую ей приличные идеи и условные для их изо¬ 
бражений знаки. Речь эта во многом сходна с языком обыкно¬ 
венным, и ее с ним сравнение может принести пользу во многих 
случаях и, во-первых, для правильного расположения предметов 
Алгебраического изложения. В самом деле, подобно изучению 
языков, изучение Алгебры должно начать чтением и изобра¬ 
жением алгебраических знаков, которые, как и обыкновенные^ 
письмена, читаются и пишутся от левой руки к правой. Далее, 
в Алгебре рассматриваются различные над числами действия, их 
можно сравнить с грамматическими частями речи. Совокупление 
этих действий и исследование свойств этих совокупностей есть 
Алгебраический синтаксис. Наконец, употребление Алгебры для 


1 Н. И. Лобачевский. Наставления учителям математики в гимназиях. 
«Труды Ин-та истории естесівознания АН СССР», т. 2, 1948, стр. 555—556. 

2 Т а м же. 


7 1588 


97 



различных изысканий чистого и прикладного Анализа можно 
уподобить правильному изложению наших мыслей о каком-ни¬ 
будь предмете языком обыкновенным» 

Решающим, однако, является то, что «язык» математи¬ 
ческих знаков без обычного языка существо¬ 
вать не может. Обычный язык содержательнее «языка» 
математических знаков. Каждое предложение математики, выра¬ 
женное на «языке» ее знаков, может быть выражено на обычном 
языке. Обратное неверно: предложение, выраженное на обычном 
языке, далеко не всегда может быть выражено на «языке» мате¬ 
матических знаков. В истории «язык» символов ни к чему не 
ведет, а потому и не используется. «Язык» математических 
знаков — только вспомогательное средство обычного 
языка, используемое в математике и отчасти там, где она приме¬ 
няется. - 

Почему математики не довольствуются только обычным язы¬ 
ком? Чем обусловлена возможность и целесообразность исполь-. 
зования «языка» знаков в математике? 

Возможность использования «языка» знаков в математике 
обусловлена особенностями предмета ее исследова¬ 
ний, тем, что она изучает формы и отношения объектов реаль¬ 
ного мира, в известных границах безразличные к их материаль¬ 
ному содержанию. Целесообразность, а в наше время даже 
необходимость использования «языка» знаков в математике обу¬ 
словлены тем, что при его помощи можно не только кратко и 
ясно записать понятия и предложения математических теорий, 
но и развить в них исчисления и алгоритмы — 
самое главное для разработки методов математики и ее предло¬ 
жений. Достичь этого при помощи обычного языка если и воз¬ 
можно, то только в принципе, но не в практике. 

При помощи математических знаков часто удается дать точ¬ 
ную модель основных количественных отношений, в кото¬ 
рых могут выступать различного рода объекты. Пусть, например, 
системой символов будут комплексные числа а + Ы с установ¬ 
ленными для них правилами сложения и умножения: 

(а + Ы) + (с + йі) = (а + с) + (Ъ -1- й) і, 

(а + Ы ) (с + йі) = (ас — Ьй) + (ай + Ьс) і. 

Рассмотрим вместе с тем множество векторов плоскости, на¬ 
чало которых отнесено к началу координат. Так как между эле¬ 
ментами множества этих векторов и элементами множества чи¬ 
сел вида а + Ы можно установить взаимно однозначное соответ¬ 
ствие, то представителем вектора, координаты конца которого’ 


1 Е. Я Ремез, О математических рукописях акад. М. В. Остроградско¬ 
го. «Историко-математические исследования», вып. IV, М.—Л., 1951, стр. 31 „ 
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(а Ь), символом, его замещающим, может быть избрано число 
а+Ы. При этом, как известно, сложение чисел а+Ы и с+йі бу¬ 
дет описывать геометрическое сложение соответствующих им век¬ 
торов {а, Ъ) и {с, й), а их сумма {а + с) + (Ь-{-й)і вектор.(л+с, 
Ь+й), полученный в результате этого геометрического сложения. 
Вместе с тем сложение чисел а + Ы и с + йі характеризует парал¬ 
лельное смещение всей плоскости вдоль вектора а + Ьі, умноже¬ 
ние числа а+Ы на число с+йі, т. е. произведение 
( а-\-Ы ) ре*’’, 
где 

р =Ус 2 + й 2 , агсі§ <р = - с , 

описывает вращение всей плоскости вокруг точки О на угол ср, 
с одновременным удлинением всех размеров плоскости, в том 
числе и вектора (а, Ь), в отношении 1 : р. Комбинированные дей¬ 
ствия над комплексными числами описывают указанные основ¬ 
ные переходы от одних векторов к другим в соответствующей по¬ 
следовательности. 

Короче говоря, арифметика комплексных чисел является точ¬ 
ной моделью указанного множества векторов, с описанными вы¬ 
ше их взаимными переходами. 

Где такого рода модель имеется, изучение количественных со¬ 
отношений вещей проще и точнее выполняется при помощи зна¬ 
ков этой модели. По мнению П. Л. Чебышева, указывает акад. 
С. Н. Бернштейн, «всякое соотношение между математическими 
символами отображает соответствующее соотношение между ре¬ 
альными вещами; математическое рассуждение равнозначно экс¬ 
перименту безукоризненной точности, повторенному неограничен¬ 
ное число раз, и должно приводить к логически и материально 
безошибочным выводам» Г 

Преимущества такой модели становятся особо заметными, 
если на ее основе удается разработать алгоритмы решения 
рассматриваемых в теории задач. Считают при этом, что если 
решение любой задачи теории может быть приведено к решению 
некоторых разрешимых задач этой же теории, то теория содер¬ 
жит алгоритм решения своих задач. Например, если расширить 
множество натуральных чисел за счет присоединения к нему 
числа нуль, то только тогда всякое натуральное число мож¬ 
но единственным образом представить в виде многочлена, распо¬ 
ложенного по убывающим степеням некоторого числа. Если это 
число равно 10, то каждое натуральное число А может быть един¬ 
ственным образом представлено в виде 

А = <х„ 10" + оц.,10"- 1 + . .. + а 0 , 


1 С. Н. Бернштейн, Чебышев, его влияние на развитие математики. 
«Ученые записки МГУ имени М. В. Ломоносова» вып. 91, 1947, стр. 37. 
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где каждое а,-, і=0, 1,..., п может принять одно из десяти значе¬ 
ний: 0, 1, 2,..., 9. Так как и после указанного присоединения нуля 
законы счета остаются в силе, то сложение чисел А и В 


А — а п 10 п а п _іЮ п І ~Т • • • + <х 0 , 
В= $т Ю" 1 + р т _, ІО" 1-1 + . . . + Р„ 


сводится к цепочке сложений однозначных чисел щ и р,-, а 
умножение — к цепочке перемножений однозначных чисел щ и р,-, 
т. е. к разрешимым задачам арифметики натуральных чисел. 
Таким образом, имеется алгоритм производства арифметических 
действий. 

Точно так же мы говорим об алгоритме интегрирования ра¬ 
циональных функций, поскольку последнее сводится к интегриро¬ 
ванию конечного числа «элементарных»-рациональных функций, 
интегрируемых в конечном виде, и т. п. 

Оперирование математическими знаками 
есть идеализированный эксперимент: он в чи¬ 
стом виде описывает то, что реализовано или может 
быть (приближенно или точно) реализовано в действительности. 
Только поэтому оперирование математическими знаками способ¬ 
но служить делу открытия новых математических истин. 

Однако напомним еще раз, что все это возможно лишь в том 
случае, когда системы знаков дают правильное описание основ¬ 
ных, определяющих отношений и свойств изучаемой математикой 
стороны действительного мира. Этот факт отчетливо осознавали 
многие математики, в том числе и склонные к идеалистическому 
миропониманию. «Следует заботиться о том,— писал Лейбниц,— 
чтобы обозначения были удобны для открытий. Это большей 
частью бывает, когда обозначения коротко выражают и как бы 
отображают интимнейшую сущность вещей. Тогда поразитель¬ 
ным образом сокращается работа мысли» '. 

Математика изучает количественные отношения и пространст¬ 
венные формы объектов реального мира, т. е. то, что (в извест¬ 
ных границах) безразлично к их материальному содержа¬ 
нию. Благодаря этому рассматриваемые в математике объек¬ 
ты (числа, величины, фигуры и т. п.). и их отношения 
(больше, следует и т. п.) и связи (сложить, умножить и т п ) 
могут быть без искажения и упрощения смысла 
представлены замещающими и отмечающими их символами 
Б связи с этим удается выделить в чистом виде и дать 
точную модель количественных отношений, изучаемых в мате¬ 
матических теориях, и создать аппараты исчислений, существен¬ 
но необходимые для развитая математики и ее приложений. 


Цитирую по работе: А. П. Юшкевич, Лейбниц и основание исчис 
? 9 Ч\ ИЯ беСК т°'Г Н ° малых - «Успехи математических наук», 1948, т. III вып. 
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§ 5. Внутренние возможности и стимулы развития 
• математики 

Идеалисты нередко противопоставляют диалектико-матери¬ 
алистическому учению о предмете и закономерностях развития 
математики такие возражения: 

1. Если бы диалектико-материалистическая трактовка зако¬ 
нов развития математики была правильной, то математики могли 
бы делать открытия в узких границах, предопределяемых только 
потребностями практики. Но история науки Показывает, что ма¬ 
тематики ведут свою науку вперед и нередко развивают теории, 
опережающие современные им требования практики на многие 
десятилетия. 

2. Какой опыт подсказал Г.' Кантору основные положения 
развитой им теории множеств, занимающейся преимущественно 
общим понятием бесконечного множества? 

Лобачевский и Я- Бойяи открыли неевклидову (гиперболиче¬ 
скую) геометрию тогда, когда опыт не подтверждал их основное 
допущение о параллельных. 

3. Таких примеров можно привести много. Они говорят про¬ 
тив материалистической трактовки предмета и закономерностей 
развития математики и показывают, что во всех подобных слу¬ 
чаях мы имеем дело с проявлением и результатами совершенно 
свободного творчества мышления математиков. Конечно, практи¬ 
ка нередко побуждает математиков к исследованиям определен¬ 
ного характера; в этом случае, однако, проблема оказывается 
решенной лишь тогда, когда получит строго логическое обосно¬ 
вание. Здание математики строится на немногочисленных посыл¬ 
ках, по законам, обладающим характером принудительной необ¬ 
ходимости. Таким образом, обращение к действительному миру 
ничего по сути не меняет; процесс развития математики — совер¬ 
шенно имманентный процесс. 

Если бы диалектико-материалистическое толкование законо¬ 
мерностей развития математики было столь примитивным и гру¬ 
бым, как это хотят представить идеалисты, то, конечно, их кри¬ 
тика' была бы неотразимой. Дело, однако, обстоит не так. Диалек¬ 
тический материализм доказывает, что практическая деятельность 
людей является решающей причиной развития и ис¬ 
точником материала исследований естествознания. Мы виде¬ 
ли, что это верно и в отношении математики. Но отсюда не 
следует, будто каждая естественно-научная теория может воз¬ 
никнуть лишь тогда, когда появятся соответствующие требования 
практической деятельности людей. Напротив, диалектический ма¬ 
териализм доказывает, что, в силу объективности зако¬ 
нов логики и данных естествознания и благодаря практиче¬ 
ской направленности ее теорий, естествознание обла¬ 
дает внутренними возможностями и стимула- 



ми развития или что оно обладает относительной 
самостоятельностью развития. 

Диалектический материализм учит, что влияние практической 
деятельности людей на естествознание может быть не только не¬ 
посредственным, но и опосредованным, что благодаря все¬ 
му этому естествознание в своем развитии 
может обгонять запросы практики. Относительную 
самостоятельность развития математики мы учитывали, когда 
рассматривали реальные предпосылки зарождения понятия нату¬ 
рального числа и техники счета, предмет математики, условия 
зарождения неевклидовых геометрий и др. Здесь мы остановимся 
на этом вопросе подробнее. 

«Логика,— писал В. И. Ленин,— есть учение не о внешних 
формах мышления, а о законах развития „всех материальных, 
природных и духовных вещей 11 , т. е. развития всего конкретного 
содержания мира и познания его, т. е. итог, сумма, вывод исто¬ 
рии познания мира» *. Благодаря тому, что логика отражает 
наиболее общие законы развития действительности, она является 
методом объяснения происходящих в природе про¬ 
цессов, методом перехода от известного к не¬ 
известному 2 . 

Точно так же трактовал логику и ее значение и Ф. Энгельс. 
«Над всем нашим теоретическим мышлением,— писал Энгельс,— 
господствует с абсолютной силой тот факт, что наше субъектив¬ 
ное мышление и объективный мир подчинены одним и тем же 
законам и что поэтому они и не могут противоречить друг другу в 
своих результатах, а должны согласоваться между собою» 3 . По¬ 
ясняя эту мысль, Энгельс указывал: «Если наши предпосылки 
верны и если мы правильно применяем к ним законы мышления, 
то результат должен соответствовать действительности, точно 
так же как вычисление в аналитическбй геометрии должно соот¬ 
ветствовать геометрическому построению...» 4 . 

Таким образом, нет ничего таинственного в возможности 
чисто логического развития математики: отражая свойства и за¬ 
кономерности количественных отношений и пространственных 
форм материального мира, математика располагает тем материа¬ 
лом, из__ которого, в силу объективности логики, она может делать 
дальнейшие правильные выводы. Лобачевский, Бойяи и Гаусс 
смогли развить гиперболическую геометрию только потому что 
существуют объекты, отношения и связи между которыми отра¬ 
жает эта геометрия (хотя таких объектов они не знали). Таким 
же в принципе был путь развития арифметики комплексных чи¬ 
сел. Кантор развил теорию множеств, базируясь на основных 
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1 В. И. Ленин, Философские тетради Госполитиздат, 1947, сто 66 

3 ФчѴгТЛ! В виду как диалектическая, так и формальная логика. 

4 гь ;7 нгельс > Диалектика природы, Госполитиздат, 1955, стр. 213 
Ф. ангелъ с, Анти-Дюринг, Госполитиздат, 1953, стр. 317. 



дисциплинах современной ему математики, правильность которых 
подтверэйдена в практике человечества. 

Благодаря тому, что математика, как правило, исходит от 
предпосылок, точность которых в принципе доходит до точности 
утверждений арифметики натуральных чисел, результаты логи¬ 
ческого развития математики столь же точны, как точны и исход¬ 
ные посылки. 

Все это в некоторой мере осознано очень давно. В одной 
арифметике XI в. сказано: «Искра науки, достигнув пон ™ в °го 
умаТ разгорается благодаря своей' собственной силе». Каждый 
серьезный преподаватель математики на деле знает силу этого 
старинного изречения. В его благородной борьбе за развитие 
творческих способностей учащихся светлая «искра» математиче¬ 
ской мысли играла и будет играть выдающуюся роль. 

В начальном периоде развития математики люди владели 
разрозненными сведениями о простейших количественных отно¬ 
шениях и пространственных формах реального мира. Уни накап¬ 
ливали такие сведения, порой поднимались до осознания связей 
между отдельными математическими фактами. В то отдаленное 
время в этом и заключалась необходимая форма развития ма¬ 
тематики. 

Значительно сложнее необходимые формы развития матема¬ 
тики как теории. Теперь математик не может ограничиться про 
стам описанием и собиранием новых фактов. Он обязан изучить 
новые факты, проанализировать их взаимосвязи с фактами, ра¬ 
нее установленными, а потом те и другие в определенной после¬ 
довательности логически доказать на базе посылок, известных 
ранее или для этой цели разработанных вновь. 

Иначе говоря, когда ставится новая проблема, требующая 
для своего решения изучения новых количественных отношений 
и пространственных форм, математик должен развить старые ма¬ 
тематические теории, а быть может и новые математические тео¬ 
рии, так, чтобы они смогли отобразить изучаемые количествен¬ 
ные отношения и -пространственные формы во взаимосвязях с уже 
изученными ! . Благодаря этому каждая новая математическая 
теория должна быть развита на базе существующих математиче¬ 
ских теорий и примкнуть к ним. Здесь слово «примкнуть» не яз- 
ляется синонимом утверждения «стать рядом». История науки 
показывает, что основной путь развития и логического обосно¬ 
вания математических теорий — их понятий, принципов и утверж¬ 
дений — это путь их расширения, обобщения, где ста¬ 
рое с новым отображаются в их единстве, как 
неантагонистические противоположности бо¬ 
лее общего, единого. 

Примеров, поясняющих сказанное, можно привести сколько 
угодно. Остановимся на некоторых, наиболее типичных. 

1 Этот вопрос разбирался в первом параграфе второй главы первой 
части «Очерков». 
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Известно, что запросы практики — включая, конечно, /запро¬ 
сы самой математики — стимулировали изучение различных ви¬ 
дов чисел: целых, дробных, иррациональных, мнимых и т. д. Дол¬ 
гое время ученые считали эти виды чисел противоположностями 
между которыми якобы имеется мало общего. Однако изучение 
их взаимосвязей и особенно анализ вопроса о выполнимости ариф¬ 
метических операций в числовых областях, позволили ученым осо¬ 
знать, что целые и дробные .числа являются видами чисел раци¬ 
ональных, а рациональные и иррациональные — видами чисел 
действительных и т. д. По истечении некоторого промежутка вре¬ 
мени были разработаны научные способы обоснования учения о 
числе, отвечающие этому правильному пониманию развития по¬ 
нятия числа. Однако, чтобы сделать этот «последний» шаг, оказа¬ 
лось необходимым использовать понятие бесконечного множества 
и исходить из того, что каждая математическая теория допускает 
различные истолкования. Последнее стало возможным только 
в ліл в., поэтому и разработка научных способов обоснования 
учения о числе так же приходится на этот век. 

При обосновании учения о действительных числах теперь ис¬ 
ходят обычно от двух основных фактов: 1) область рациональ- 
ых чисел недостаточна для измерения непрерывных величин; 
^ на базе области рациональных чисел нельзя развить теорию 
пределов, достаточную для обоснования математического анализа, 
действительно, длина диагонали квадрата, сторона которого рав¬ 
на единице, не может быть выражена никаким рациональным чис¬ 
лом. Если оставаться в границах области рациональных чисел то 

7п™ ВаТеЛЬН0СТЬ: 3: 3 ’ 1; 3 ’ 14; 3 ’ 141 ’ 3 ’ 1415 - не им еет предела 
' равен г числу трансцендентному); значит, оставаясь в этих 
границах, мы не сможем выразить числом длину окружности и 
площадь круга. ^ 

Далее стараются найти основную причину этого явления и об¬ 
наруживают ее в том, что множество рациональных чисел не об¬ 
ладает свойством непрерывности. Если рассечь прямую линию на 
Г™ бьіх куска та „ к > чтобы, во-первых, каждая точка попала в 
первый или во второй кусок, и, во-вторых,чтобы каждая точка пер¬ 
вого куска лежала левее! любой точки второго куска, то существу¬ 
ет одна и только одна точка, которая производит рассечение пря- 
м°" на два к У ска - в этом и состоит непрерывность прямой линии. 
Еіапр°т ив , если разбить множество всех рациональных чисел на 
два класса так, чтобы, во-первых, каждое число попало в первый 
или во второй класс, и, во-вторых, каждое число первого класса 
было меньше любого числа второго класса, то не всегда суще¬ 
ствует рациональное число, которое производит это сечение. Зна¬ 
чит, множество рациональных чисел не обладает свойством непре- 
рывности. * 

Установив этот факт, начинают исследовать два противо¬ 
положных типа сечений в области рациональных чисел: опре¬ 
деляемых или не определяемых рациональным числом. При этом 
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оказывается, что при выполнении некоторых условий сечения, 
определяемые рациональными числами, ведут себя как числа ра¬ 
циональные (множество всех таких сечений изоморфно множест¬ 
ву всех рациональных чисел), а сечения, не определяемые рацио¬ 
нальными числами, — как числа новой природы. Поэтому сечения 
первого вида можно назвать числами рациональными, второго —- 
числами иррациональными;- множество всех таких сечений дей¬ 
ствительными числами. 

Изучение основных свойств новой, расширенной области чисел 
показывает, что она обладает такой же непрерывностью, какая 
присуща и множеству точек прямой. Благодаря этому между точ¬ 
ками прямой и действительными числами можно установить 
взаимно однозначное соответствие с сохранением порядка следо¬ 
вания их элементов и решить как две исходные, так и другие 
фундаментальные задачи геометрии и математического анализа. 
Таким образом, необходимые для математики результаты удается 
получить потому, что единое множество всех сечений в об¬ 
ласти рациональных чисел рассматривается как единство 
противоположностей — в данном случае противополож¬ 
ных видов сечений, изучение которых позволяет вскрыть их вза¬ 
имосвязи и различия, развить теорию действительных чисел, _с н и- 
мающую эти противоположности в едином понятии действи¬ 
тельного числа. 

Таков же в принципе путь логического развития арифметик и 
других вйдов чисел: положительных и отрицательных целых ра¬ 
циональных и комплексных чисел, обосновываемых при помощи 
теории пар. Натуральное количественное число, как начальный 
пункт развития понятия числа, вводится в математику через 
абстракцию от качественных особенностей элементов множеств, с 
сохранением их (множеств) количественных характеристик. Сле¬ 
довательно, закон раздвоения единого и «борьба» противополож¬ 
ных частей его являются тем основным законом, которому в 
современной математике следует обоснование учения о числе. 

Этот же закон является основным и при логическом развитии 
содержания математического анализа. Это убедительно показы¬ 
вает история развития и логического обоснования понятий функ¬ 
ции и интеграла *. 

Когда Лобачевский и Бойяи открыли гиперболическую геоме¬ 
трию, они понимали, что новая геометрия включает в себя евкли¬ 
дову как предельный случай. Однако многие их современники счи¬ 
тали противоположность гиперболической геометрии евклидовой 
простирающейся настолько, что утверждение истинности одной 
казалось им эквивалентным признанию ложности другой. Вскоре, 
однако, математика разбила эти метафизические противопостав¬ 
ления. Риман развил новую геометрию — эллиптическую, и пока¬ 
зал, что три геометрии — эллиптическая, евклидова (параболи- 

1 Это будет показано на историческом материале в третьей главе первой 
части «Очерков». 
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ческая) и гиперболическая—являются частными видами единого 
учения о пространстве постоянной кривизны. Тем самым Риман 
показал, что и геометрия в историческом и логическом развитии 
•следует тем же основным законам, каким следует учение о числе 
и математический анализ. 

В указанном же плане следует рассматривать и внутреннее со¬ 
держание процесса расширения понятия площади, объема поня¬ 
тия величины и т. п. 

В период господства метафизического метода в естествознании 
в XVII, XVIII и начале XIX вв. математики нередко останавли¬ 
вали свое внимание на одной из противоположностей, а другие 
игнорировали. Например, они изучали действительные числа, а 
комплексные называли мнимыми и полагали, что последние не 
допускают реального истолкования. Они изучали свойства ана¬ 
литических функций и более чем редко (до начала XIX в.) обра¬ 
щали внимание на функции разрывные'. 

Новые проблемы, которые пришлось решать математикам 
XIX в., показали, что такой односторонний подход к объектам изу¬ 
чения тормозит развитие математики и ее приложений. Вследствие 
этого, преимущественно со второй половины XIX в., математики 
-сознательно стали интересоваться всеми формами, в 
каких могут выступать объекты их исследований. И если им при¬ 
ходилось начинать с одной или нескольких, но не всех возможных 
-форм объекта исследований, они старались найти другие фор¬ 
мы и развить относящуюся к ним всем общую теорию. В общей 
теории исходная проблема нередко оказывалась одной из задач, 
решаемых средствами этой теории. 

Например", Г. Кантор обратил внимание на бесконечные мно¬ 
жества, когда, в связи с попытками решить некоторые задачи тео¬ 
рии тригонометрических рядов, начал изучать и сопоставлять ли¬ 
нейные точечные множества. Именно здесь был исходный пункт 
пути, двигаясь по которому Г. Кантор ввел понятие мощности мно-. 
жества и установил существование множеств различной, мощности 
(в особенности счетных и мощности континуума). Но в общем уче¬ 
нии о множествах, в основном построенном Г. Кантором, учение 
о линейных точечных множествах играет подчиненную роль. 

Таким образом, изучение логики развития прин¬ 
ципов, понятий^утверждений математических 
теорий и законов их построений является фак¬ 
тором, создающим сильные стимулы внутри- 
логического развития содержания математики. 

В этой связи необходимо отметить еще следующее. 

Когда математическая теория строится или построена, почти 
всегда возникают задачи и вопросы, которые можно формули¬ 
ровать в ее терминах, но. решить ее средствами невозможно. Не- 
прекращающиеся попытки решить эти задачи и вопросы ведут 

_ * ° „ п Р ичинах и последствиях этих 'фактов мы будем подробно говорить 

* третьей главе первой части «Очерков». н ^ 


нередко далеко за пределы исходной теории, являются могучим 
внутренним стимулом развития математики. Получаемые в этой 
связи результаты, как правило, неизмеримо ценнее тех задач и 
вопросов, коим они обязаны своим происхождением. И это понят¬ 
но: чтобы решить задачи и вопросы, не разрешимые методами 
исходной теории, надо создать новые, более общие и сильные ме¬ 
тоды, для чего необходимо рыйти за ее пределы и развить оолее 
общую теорию. , • 

Проблема Гольдбаха > послужила акад. И. М. ВиН0Г Р^У 
исходным пунктом исследований, результатом которых явился 
развитый им общий и эффективный метод Т Р ИГ0 Д 0 ^ 
сѵмм. Попытки доказать великую теорему Ферма стимулировали 
создание теории идеалов 1 2 . Старания древнегреческих ученых ре¬ 
шить три знаменитые задачи древности — трисекцию угла, удвое 
Ге к$а и квадратуру круга - побудили их изучать конические 
сечения и некоторые трансцендентные кривые, развивать геоме¬ 
трические способы решения кубических уравнении и т. п. • 
копленный ими здесь материал служил среднеазиатским и 
европейским ученым (вплоть до Ферма, Декарт ’ 
и Лейбница) отправным пунктом многочисленных плодотворнь, 
исследований. Даже в ХѴІІІ-ХІХ вв. математика испытывала 
плодотворное влияние этих задач. В первую очередь здесь на ^° 
упомянуть исследования об условиях разрешимости геометриче¬ 
ских задач при помощи циркуля и линейки, о трансцендентных 
числах, в частности о числах л и е и т. п. 

Возникнув, новая математическая теория (открытие) обычно 
стимулирует дальнейшее развитие математики. В свете внов 
открытых фактов известные математические понятия и методы 
получают новое содержание, перерастают в новые данные мате¬ 
матики. Известно, например, что открытие дифференциального и 
интегрального исчисления оказало огромное влияние на разра¬ 
ботку учения о числе, дифференциальной геометрии и других 
математических теорий. Наконец, развитие математических тео¬ 
рий с существенно новыми результатами, как правило, ставит но¬ 
вые вопросы в проблемах обоснования математики и тем способ¬ 
ствует разработке более действенных методов математики. В 
этой связи уместно напомнить о том исключительном влиянии, 

1 Речь идет о следующей проблеме, возникшей в переписке между Пе¬ 
тербургскими академиками Гольдбахом и Эйлером (XVIII в.): всякое четное 
число может быть представлено в виде суммы двух простых чисел. 

2 Великая теорема Ферма гласит: уравнение х п + у" = г" при п > 2 и 
х, у, г ф 0 не разрешимо в целых числах. От Ферма сохранилась запись о 
том, что он нашел поистине удивительное доказательство этой теоремы. Од¬ 
нако запись самого доказательства не была найдена. Известно, что Ферма 
при доказательстве теорем часто пользовался методом бесконечного спуска, 
по своему существу эквивалентным методу полной математической индукции. 

2 О трех знаменитых задачах древности см. Г. Г Ц е й т е н История 
математики в древности и в средние века, ГТТИ, М. — Л-, 1Уол. иэ. «О ква Д 
ратуре круга», пер. с нем. акад. С. Н. Берштейна, ГТТИ, М. »*., іуоч. 
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какое оказало открытие неевклидовых геометрий на развитие со¬ 
временного аксиоматического метода и на весь стиль мышления 
математиков XIX в. К 

Необходимо, однако, отметить, что возможность внутрилоги- 
ческого развития математики всегда в известной мере ограниче¬ 
на и регулируется потребностями общества, а также уровнем на¬ 
учного знания и философии. Как уже указывалось, конические 
сечения открыли и исследовали древнегреческие ученые, в свя¬ 
зи с попытками решить задачу об удвоении куба. Однако это их 
гениальное открытие получило надлежащую оценку и развитие 
лишь в XVII в., когда в Европе разработка задач и проблем 
астрономии и механики потребовала аналитической геометрии, а 
потом и математического анализа. 

Ограниченность возможности чисто логического развития ма¬ 
тематики отмечал в свое время П. Л. Чебышев. «Сближение тео¬ 
рии с практикой,— писал он,— дает самые благотворные резуль¬ 
таты, и не одна только практика от этого выигрывает; сами 
науки развиваются под влиянием ее: она открывает им новые 
предметы для исследования, или новые стороны в предметах дав¬ 
но известных... Если теория много выигрывает от новых при¬ 
ложений старой методы или от новых развитий ее, то она еще 
более приобретает окрытием новых метод, и в этом случае 
науки находят себе верного руководителя в практике» 1 2 . 

Если объединить сказанное здесь о внутренних возможностях 
и стимулах развития математических теорий с тем, что говори¬ 
лось ранее о цели и средствах логического обоснования матема¬ 
тики, то естественным будет такое заключение: 

Каждая математическая теория обладает относительной 
самостоятельностью развития. Она следует собственному 
движению, над которым в общем и целом господ¬ 
ствуют потребности производства и других 
наук. Но в отдельных частностях и внутри этой общей зависи¬ 
мости каждая математическая теория следует своим соб¬ 
ственным законам, имеющим свое основание в первую 
очередь в специфических особенностях предмета ее иссле¬ 
дований. 

Благодаря тому, что развитие математики закономерно и обу¬ 
словлено материально-общественной деятельностью человечества, 
математика есть целостная наука, все конкретнее и 
содержательнее отображающая пространст¬ 
венные формы и количественные соотношения 
материальной действительности. 


1 См. А. Н. Колмогоров, Лобачевский и математическое мышление 
XIX в., в сборнике «Николай Иванович Лобачевский», ГТТИ, М. — Л., 1943. 
См. третью главу первой части и вторую главу второй части настоящих 
«Очерков». 

2 П. Л. Чебышев, Поли. собр. соч., изд. АН СССР, т. V, М. — Л., 
1951, стр. 150. 
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Нетрудно теперь понять, в чем состоит ошибочность приведен¬ 
ного выше рассуждения идеалистов. Говоря о возможности и не¬ 
обходимости логического развития математики, они трактуют ло¬ 
гику как прирожденную способность нашего мышления и, отры¬ 
вают развитие математики от материально-общественной дея¬ 
тельности человечества. Поэтому им кажется, что математика 
развивается только в силу внутренних закономерностей нашего 
мышления. 


Глава третья 

РАЗВИТИЕ СПОСОБОВ ОБОСНОВАНИЯ МАТЕМАТИКИ 
В XVIII и ПЕРВОЙ ПОЛОВИНЕ XIX в. 

§ 1. Основные особенности содержания и способов 
обоснования математики в конце XVII и в XVIII в. 

Развитие математики в конце XVII и в XVIII в. характери¬ 
зовалось следующими основными особенностями: 

Большинство ученых этого периода отстаивало стихийно-ма¬ 
териалистическое толкование предмета математики. Математика 
трактовалась ими как наука, описывающая свойства реаль¬ 
ных величин, существующих вне человеческого сознания. 

Все возрастающие запросы практики и других наук побужда¬ 
ли ученых максимально расширять область и методы исследова¬ 
ний математики. Понятия о бесконечном, движении и перемен¬ 
ных величинах, а значит, и диалектика, выдвигаются на первое 
место, становятся основой новых методов математики'. 

Материалистическое истолкование предмета 
математики и в основе диалектический подход к по¬ 
знанию количественных соотношений и пространственных форм 
реального мира помогли ученым правильно ставить и решать 
сложные проблемы математики, других наук и практики. В кон¬ 
це XVII и в XVIII в. в математике и механике были получены 
классические результаты фундаментального значения. Основным 
здесь было развитие дифференциального и интегрального исчи¬ 
слений, теории дифференциальных уравнений, вариационного 
исчисления и аналитической механики. Значительные результа¬ 
ты были получены в алгебре и теории чисел. Л. Эйлер, а вслед 
за ним и некоторые другие ученые второй половины XVIII в. 
проделали большую творческую работу по систематизации со¬ 
держания математических дисциплин, в первую очередь матема¬ 
тического анализа, а вместе с ним алгебры и тригонометрии. 

Вместе с тем в рассматриваемый период способы обоснова¬ 
ния математических теорий — особенно дифференциального ис- 

1 Диалектика, конечно, проникала в математику стихийно благодаря по¬ 
нятиям о переменной величине, бесконечности и движении. 
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числения — резко отставали от бурно развивающегося 
содержания математики. 

Это отставание проявлялось в различных, между собой свя¬ 
занных, формах и притом своеобразно в отдельных математичес¬ 
ких теориях. 

Общей чертой попыток обоснования математики с конца 
XVII и, примерно, до последней четверти XVIII в., было стрем¬ 
ление обосновать каждую математическую теорию в полном со¬ 
ответствии с истинами элементарной, низшей (по терминологии 
Ф. Энгельса) математики, т. е. элементарной математики, какой 
она была, примерно, до открытия аналитической геометрии. Это 
стремление проявлялось в двух формах. Сначала математики 
пытались воздвигнуть развиваемые ими математические теории 
на фундаменте, построенном в свое время для обоснования низ¬ 
шей математики. Это хорошо показывают господствовавшие в то 
время способы обоснования алгебры и учения о числе'. Если же 
такое построение явно не удавалось (что было особенно ясно в 
отношении дифференциального исчисления с момента его возник¬ 
новения), то старались обосновать математическую теорию на 
принципах, специально для нее разработанных, содержание ко¬ 
торых можно максимально согласовать, «примирить» (Энгельс) 
с истинами низшей математики. 

Иначе говоря, в обоих случаях принципы и утверждения низ¬ 
шей математики метафизически абсолютизирова¬ 
лись, рассматривались как незыблемый фундамент каж¬ 
дой математической теории. 

В конце XVII и особенно в первых трех четвертях XVIII в. 
основные понятия и законы, установленные в одной математичес¬ 
кой теории — в первую очередь в низшей математике, часто пере¬ 
носились в новые области исследования, совершенно формально, 
без обоснования. 

Так, говорили о сумме ряда, не давая этому понятию соответ¬ 
ствующего истолкования. Считали само собой разумеющимся, 
что сумма каждого ряда не зависит от порядка следования его 
элементов. Проверка выполнимости закона в какой-либо одной, 
ранее изученной области величин нередко отождествлялась с до¬ 
казательством истинности этого закона для любых величин. На¬ 
пример, считали некоторые основные законы алгебры справедли¬ 
выми потому, что они выполняются в области натуральных чисел. 

Соответственно этому законы алгебры и математического 
анализа формулировались без указания переменных, для кото¬ 
рых они справедливы, и без указания границ их применимости. 

К середине XVIII в. такая трактовка законов математическо¬ 
го анализа и алгебры стала настолько общепринятой, что Л. Эй¬ 
лер счел возможным истолковать ее как основной принцип мето- 


1 См. В. Н. Молодший, Основы учения о числе в XVIII в., гл. III. 
§ 4, Учпедгиз, 1953. 
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дологии анализа вообще. Случилось это при следующих обстоя¬ 
тельствах. 

В начале XVIII в. между Лейбницем и И. Бернулли возник 
спор о природе логарифмов отрицательных чисел. И. Бернулли 

^ /_л бУл" 

полапал, что при лГ> О, I п (— х) = 1п х , так как _ ' ■ = —. Лейб¬ 
ниц не согласился с И. Бернулли; он утверждал, что отрицатель¬ 
ное число имеет бесчисленное множество логарифмов, причем все 
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они — числа комплексные. В числе других своих аргументов 
Лейбниц указал, что правило дифференцирования 1п х, установ¬ 
ленное для х>0, не обязательно должно быть справедливым и для 
1п (— х). 

При помощи особой аргументации Л. Эйлер решил спор в 
пользу Лейбница. Однако указанный аргумент Лейбница Эйлер 
решительно отклонил. «Это возражение, — указывал Эйлер, — 
если бы оно было верно, поколебало бы основное положение все¬ 
го анализа, заключающееся, в основных чертах, в общности пра¬ 
вил и операций, признаваемых справедливыми, какова бы ни 
была природа количеств, к которым они прилагаются» *. 

Как видим, подход математиков в XVIII в. к 
выяснению границ приложимости методов ма¬ 
тематики и трактовка ее принципов были яв¬ 
но метафизическими. 

Обращает на себя внимание еще и тот факт, что в XVIII в. 
доказательство теорем математического анализа нередко прово¬ 
дили, опираясь на господствовавшие тогда механические • и гео¬ 
метрические представления. Начало широкому использованию 


1 Цитирую по работе: А. И. Маркушевич, Очерки по истории теории 
аналитических функций. ГИТТЛ, 1951, стр. 22. 
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механических представлений как базы математического анализа 
положил Ньютон в его учении о флюентах и флюксиях. Что же 
касается указанного использования геометрических представле¬ 
ний, то проще всего выяснить суть дела на следующем примере. 

В наше время теорема о прохождении непрерывной функции 
через нулевое значение доказывается чисто аналитически с ис¬ 
пользованием понятия бесконечного множества. В XVIII в. эта 
теорема если и доказывалась, то чаще всего указанием на то, что 
непрерывная кривая 1{х), соединяющая точки А и В, расположен - 
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ные в плоскости по разные стороны оси Ох, не может не пере¬ 
сечь ось Ох; следовательно, существует по меньшей мере одна точ¬ 
ка с абсциссой х = с (а < с < Ь ), для которой Дс) =0 (черт. 8). 

Подобного рода геометризация нередко встречалась в руко¬ 
водствах по алгебре и арифметике. Например, доказательство 
закона переместительности аЪ = Ьа, якобы верного для любых 
чисел и величин, обычно сводили к указанию на два равных, но 
различно расположенных прямоугольника (черт. 9). 

В противоположность трактовке методов, как не имеющих 
границ действия, истолкования основных понятий математичес¬ 
кого анализа, учения о числе и алгебры были узкими, не 
охватывали всех их возможных реальных про¬ 
образов. 

Эйлер и другие математики XVIII в. задавали функцию од¬ 
ним аналитическим выражением и от этого аналитического вы¬ 
ражения ее не отделяли. При этом под аналитическим выраже-, 
нием, вообще говоря, понималось выражение, которое можно по¬ 
лучить, связывая элементарные функции (алгебраические и неко¬ 
торые трансцендентные, одного или нескольких аргументов) по¬ 
средством сложения, вычитания, умножения и деления, возвы¬ 
шения в степень и извлечения корня, решения алгебраических 
уравнений и интегрирования. Считали, что задание функции на 
любом промежутке определяет ее поведение на всей оси Ох. Со¬ 
ответственно этому функция представлялась кривой, части кото¬ 
рой взаимно зависят друг от друга и которую можно задать 
одним аналитическим выражением указанного вида. Такие функ¬ 
ции считались непрерывными (в смысле Эйлера), назывались 
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правильными. С этой точки зрения две ветви гиперболы ху— 1 
образуют непрерывную кривую. Не удовлетворяющие этим тре¬ 
бованиям функции назывались разрывными, неправильными. 
Представленная на чертеже (черт. 10) непрерывная в современ¬ 
ном смысле функция в смысле Эйлера не была непрерывной. 
Действительно, если использовать запас функций, с каким рабо¬ 
тали в XVIII в., то на сегменте [—я, +я] эта функция задает¬ 
ся двумя формулами: 

[(х) — х, 0 <л:<+тс, 

/(х) =—х, — •гс<л:<0. 

Вместе со всеми знаменитыми математиками XVIII в. Эйлер 
«читал, что такое толкование функции и ее непрерывности доста- 
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точны для обычного анализа (дифференциальное и интегральное 
исчисление, обыкновенные дифференциальные уравнения). Но 
вопреки им он полагал возможным рассматривать в теории урав¬ 
нений с частными производными и функции, задание которых на 
отрезке не определяет их поведения в целом, т. е., в его терми¬ 
нах, произвольные функции. Эйлер трактовал непрерыв¬ 
ность таких функций в современном смысле и называл их связ¬ 
ными *. К такому расширению понятия функции Эйлер пришел в 
связи.с анализом результатов исследований (своих и других 
математиков) о колеблющихся струнах 2 . 

Пусть ОЫ —натянутая однородная струна, закрепленная 
в точках О и N (черт. 11). Если отклонить струну от положения 
равновесия и потом предоставить самой себе, то струна начнет 
колебаться. В каждый момент времени і отклонение точки М от 
исходного положения будет функцией хиі,т.е.и — и (х, I). При 

1 См. В. В. Степанов, Курс дифференциальных уравнений, ГИТТЛ, 
М. — Л., 1950. Исторический очерк (написан А. П. Юшкевичем), стр. 
439—440. См. также С. Гурьев, Вводная статья к книге Кузена «Диффе¬ 
ренциальное и интегральное исчисление», СПБ, 1801, кн. 1, стр. XXII. 

2 Из большого числа источников, посвященных истории понятия функции, 
укажем следующие: Б. Р и м а н, Сочинения, Огиз, 1948, особенно стр. 225 
и след.; Н. Н. Лузин, Функция, БСЭ, изд. 1, т. 59. См. также работы по 
истории тригонометрических рядов. 
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каждом фиксированном I график и (х, () дает форму колеблю¬ 
щейся струны. Следовательно, чтобы охарактеризовать колеба¬ 
ние струны, надо знать и ( х, (). 

При некоторых дополнительных условиях нахождение и ( х, (} 
приводится к интегрированию дифференциального уравнения в 
частных производных: 

д 2 и _ а д 2 и 

Ш ~ а д?' 

где а — постоянная. 

Решением задачи о форме колеблющейся струны занимались 
крупнейшие математики XVIII в.: Эйлер, Даламбер, Д. Бернулли, 
Лагранж и другие. 

Д. Бернулли показал, что при соблюдении граничных условий 
(ы(0) =0, м((Ѵ) =0) данному дифференциальному уравнению 
удовлетворяют функции вида: 


VI „ • Ппх ппа ., 

и — V а п 5іп сов - р (I — Ь „). 

Д. Бернулли утверждал, что данное им решение является 
общим: оно давало объяснение всем его наблюдениям над колеб¬ 
лющимися струнами. 

Умозаключение Д. Бернулли вызвало много возражений. 
Большинству математиков казалось невозможным, чтобы про¬ 
извольная кривая, какой в сущности является выведенная 
из состояния равновесия струна, могла быть представлена одним 
аналитическим выражением,— указанным Бернулли тригономет¬ 
рическим рядом. Это соображение заставило большинство ма¬ 
тематиков не согласиться с Эйлером с его частичным (не на весь 
анализ) расширением понятия функции. 

Рассматривая только непрерывное и монотон¬ 
ное изменение переменных 1 — в то время так поступали в ме¬ 
ханике и геометрии,— Ньютон, Эйлер и другие величайшие мате¬ 
матики XVIII в. трактовали вматематическом анализе 
предел только как то, что порождается переменной 
фактически как последнее значение переменной, или 
как последнее отношение переменных 2 . Вопрос о том, достигает 
ли переменная этого своего последнего значения, или'может по¬ 
дойти к нему как угодно близко, никакой роли не играл. В п р а к- 
тике математического анализа предел дей¬ 
ствительно извлекался из переменной как ее 
последнее значение, которое она принимает 
или может принять. Даже в 40-х годах прошлого столе¬ 
тия В. В. Буняковский считал задачей дифференциального ис¬ 
числения «... уловить отношения изменяющихся по известному 


1 То есть когда переменная проходит все промежуточные значения все 
время либо только возрастая, либо только убывая. 

2 В геометрии, напротив предел был величиной к которой переменная 
приближается, никогда его не достигая (площадь круга, объем цилиндра и т. п.). 
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закону величин в то самое мгновение, когда эти. 
величины исчезают», 1 т. е. уловить последнее 
значение отношения переменных. іКак увидим, эта узкая (но вы¬ 
даваемая за всеобщую) трактовка понятия предела сыграла 
особо дажную роль в развертывании трудностей обоснования ма¬ 
тематического анализа в XVIII и начале XIX в. 

Математики XVII—XVIII вв. полагали также, что любая не¬ 
прерывная функция }{х) в каждой точке, за исключением, быть 
может, их конечного числа, имеет производную Для доказа¬ 
тельства этого заключения часто полагали возможным пред¬ 
ставлять непрерывную функцию кривой, которая, вообще говоря, 
в каждой точке имеет касательную. 

В первой половине XVIII в. понятие числа определялось чаще 
всего по Евклиду: число есть совокупность единиц. Во второй 
половине XIX в. число истолковывается преимущественно как ре¬ 
зультат измерения одной величины другой величиной того же 
рода, принятой за единицу. Но даже последнее, значительно бо¬ 
лее широкое, истолкование понятия числа не охватывало все, в 
то время известные виды чисел. Достаточно напомнить, что в 
XVII—XVIII вв. математики знали и с успехом использовали 
понятие комплексного числа. Поэтому наряду с понятием числа 
прибегали к понятиям о положительных и отрицательных вели¬ 
чинах, о мнимых величинах, о величинах реальных и ложных 
и т. п. 

Алгебра трактовалась как наука, изучающая только общие 
свойства обычных арифметических и геометрических величин. 

Полагали, что каждая геометрическая теория — тригономет¬ 
рия, аналитическая геометрия и т. п.— является только надстрой¬ 
кой над геометрией Евклида и поэтому должна строиться наР 
фундаменте последней. 

Когда описанные выше истолкования основных понятий, прин¬ 
ципов и методов математики получили достаточно широкое рас¬ 
пространение, в математических теориях стали обнаруживаться 
парадоксы; в -некоторых случаях приходили даже к лож¬ 
ным заключениям, которые, однако, считали истин¬ 
ными. 

Парадоксы (и ложные заключения) обнаружились впервые 
в XVI—XVII вв. в учении о числе. Они сохранили свою силу и в 
XVIII в. Основой их было то, что почти до конца XVIII в. боль¬ 
шинство математиков пыталось построить учение о числе (вплоть 
до арифметики комплексных чиселі) на фундаменте, в свое вре¬ 
мя разработанном для арифметики количественных натуральных 
. чисел. Обычные, верные для количественных натуральных чисел 
определения арифметических действий и все пять законов счета 
заранее при этом считались справедливыми в каждой об- 


1 См. В. В. Буняковский. Лексикон чистой и прикладной математики, 
кн. 1, СПБ, 1839, стр 383. (Подчеркнуто мной.— В. М.) 
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ласти чисел. В связи с этим находятся характерные для 
второй половины XVII и XVIII в. «доказательства» правила зна¬ 
ков ( а) (— Ь) = +аЬ; сомнения в истинности пропорции 
+ 1 : 1= 1 ; +1 («как большее, деленное на меньшее, может 

быть равно меньшему, деленному на большее?»); отрицание объ¬ 
ективности понятия комплексного числа и т. п. *. 

Однако до начала XIX в. трудности обоснования учения о 
числе не мешали успешному использованию понятия числа в ма¬ 
тематике, точных науках и в технике. Кроме того, в этот период 
в математике ведущее положение принадлежало математическо¬ 
му анализу. Поэтому вопросы обоснования учения о числе хотя 
и обсуждались активно, но в деле разработки основ математики 
играли второстепенную роль. 

Ученые и философы обратили серьезное внимание на трудно¬ 
сти обоснования математики лишь тогда, когда Лейбниц и Нью¬ 
тон развили дифференциальное и интегральное исчисления. 

Лейбниц и его последователи — братья Бернулли, Лопиталь и 
др. трактовали дифференциалы как бесконечно малые разно¬ 
сти обычных конечных величин, как тогда говорили — 
«реальных» величин . Поэтому они обращались с теми и другими 
одинаково и в исчислении применяли к первым те же приемы 
которые справедливы при действиях со вторыми. Вместе с тем вы¬ 
яснилось, что таким образом трактуемым бесконеч¬ 
но малым присуще свойство, противоречащее одному 
основному свойству обычных конечных вели¬ 
чин: Если Л конечная величина, а а—бесконечно малая то 
чтобы результат исчислений получался совер¬ 
шенно точным, оказалось необходимым проводить вычисле¬ 
ния в предположении, что Л+ а=Л. 

Дифференциальное исчисление, значение которого для разви¬ 
тия науки и техники было вне сомнений, оказалось в парадок¬ 
сальном положении: чтобы его методами получить точный ре¬ 
зультат, надо было исходить от ошибочных утверждений! 
и „^ ютон пытался обосновать дифференциальное исчисление на 
ЛппЦ ЫХ механики и понятии предела. Но и ему не удалось осво- 
бодить свое исчисление флюксий от недостатков, присущих диф¬ 
ференциальному исчислению Лейбница. В практике вычислений 

“он”™"’малых. “■ " РИМеНЯЛ " ринщп от ®Р асыв ания бес- 

К. Маркс называл дифференциальное исчисление Лейбница- 
Ньютона мистическим. Этим он хотел в первую очер^ь 
подчеркнуть, что Лейбниц и Ньютон вводили в диффе^енциаль 
ное исчисл ение бесконечно малые метафизичес к и сразу • 

гл.ѴПі!Ѵ^г„з М 1 0 9 Л 53°. ДШИЙ ’ 0СН0ВЫ УЧвНИЯ ° в XVIII веке. 

сто в/ 1 °В 9 Т п 0 ЛЬ ’ А нализ бесконечно малых, пер. с франц., ГТТИ 1935 
стр. 61—62. Первое французское издание опубликовано в 1696 г. ’ ^ 
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полагая их существующими, без выяснения их возникновения и 
развития и без анализа природы их специфических свойств *. 
Парадоксы возникли и в теории рядов. Например, в XVIII в. 

полагали, .что «сумма ряда» 

• • • + ^3 + р + у + 1 +І 2 + 2 2 + 2 3 + . . . 


равна нулю, так как 

2 + г 2 + г 3 + ... = , 


а 


1 + -г + 4 + з- + 


г 


Много споров вызвал вопрос о «сумме» ряда 
1 —1 + 1 —1 + ..., 


поскольку, как говорили, «с одной стороны 


ас другой 


(1-1) + (1-1) + ... = О, 

1 — (1 — 1 ) —(1 — 1 )—- - - = 1 »- 


Попытки построить анализ бесконечно малых и теорию рядов 
в полном соответствии с основными понятиями и истинами низ¬ 
шей математики с самого начала к успешным результатам не 
привели. Поэтому Лейбниц и его последователи пытались также 
оправдать принципы анализа бесконечно малых и теории рядов, 
примирить их с «вечными» истинами низшей математики, - путем 
сравнения бесконечно малой с песчинкой, которой можно прене¬ 
бречь при вычислении высоты горы, посредством ссылок на ве¬ 
роятность и т. п. 

Отмечая обреченность всех попыток построить здание высшей 
математики, по своему существу диалектической, 
на фундаменте низшей математики, которая «... движется, по 
крайней мере в общем и целом, внутри границ формальной ло¬ 
гики» 2 , Ф. Энгельс писал: 


«Нет ничего комичнее, чем жалкие уловки, увертки и вынуж¬ 
денные приемы, к которым прибегают математики, чтобы разре¬ 
шить это противоречие, примирить между собою высшую и низ¬ 
шую математику, уяснить себе, что то, что у них получилось 
в виде неоспоримого результата, не представляет собою чистой 
бессмыслицы,— и вообще рационально объяснить исходный пункт, 
метод и результаты математики бесконечного» 3 . 


1 См. по этому вопросу.: К. Маркс, Математические рукописи. Истори¬ 
ческий очерк. Математические рукописи К. Маркса были опубликованы впер¬ 
вые в журнале «Под знаменем марксизма», 1933, № 1, и в сборнике «Марк 
сизм и естествознание», Партиздат, 1933. См. также К. А. Рыбников, 
О работах К. Маркса по математике. Докторская диссертация, Московский 
ордена Ленина гос. ун-т имени М. В. Ломоносова, 1954. 

2 Ф. Энгельс, Анти-Дюринг, Гссполитиздат, 1953, стр. 127. 

8 Ф. Э н г е л ь с, Диалектика природы, Госполитиздат 1952, стр. 160. ' 
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УѴПі аР Л ДУ С подобного Р ода «уловками» и «увертками» в XVII— 
‘ , вв - пол У ч ил развитие и другой подход к «согласованию» 

ГК" “ атемат “™ ' истинами нишей маТма 

ки. Когда понятия математической теории резко отличались 
от рассматриааемын в «низшей,> математике! I" 
«воображаемвіми» и рассматривались как вспомогатель¬ 
ные фикции, необходимые для изучения свойств 'обычных ко 
-Г величин - Крупнейшие математики XVIII в неоднократно 

5гдда а~ этяі, г: 2Е 

шения ВконпеХѵпГ« Р ѵх/гт У г ЗЛИ на невозможность ее ре- 
Валлис Кюн в кі .Г ХѴП 1 В - Т0ЛЬК0 несколько математиков- 

!К??еГ У ^ 

арифметнк^комплексньиГ^чнсел'^'однако^неелнэтоя " СТОЛКОВание 

радоксальность» и кажѵнтѵюеч' ’ несмот Р я на свою «па- 

=^То?ойГвГр!е^ 

Ций», шир ^ГиГтТа е' КаК " олезньк «Ф»к- 

«еханнне к„е и —- 

себя вниманий °^„ы” н „™ „ м ™“ атик " обратили на 

стической философии. Наибольшую известность "поипбп ИД8аЛИ ' 
тика основ анализа бегкгшриисх известность приобрела кри- 

Беркли на страницах его сочинения «Аішлист? 2 НУ н а е Я в еПИСКОПОМ 
подробности, отметим только слелѵюіпр? к ' Н вдаваясь в 
учитывал, что признание объективы?™ Беркли превосходно 

развивающейся по своим законам не™ п СУЩеСТВ ° Вания мате Р ии » 
больших с вризиаиием 0 Х е кт°ив^-" Ы /ии И я Й?! 

і См В іуг 

Учпедгиз, 1953 ° Л0 ДШий, Основы учения о числе, гл. IX. § 3 и 4 
связанная подробно ппчса^ы"/^ кТ 1 б'всля я полемика, г ним 

ОЬег ОвсЫсМ, *г Л1а"т,еша“ік Вй Ш. Р з“-7« м с '1„ СаПІ "'' Ѵ ° г| ™"*“" 
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«е безгранвыступить™к{Гитико^основ^нализа беско- 

=^=^==.=• 3 » 
Нйі=.5ік— 1 

решались методами математического анализа^ 

Реакционные поползновения епископа Беркли оказали некош 
реакционн ня па зоаботкѵ вопросов обоснования 

рое тормозящее влияние на разраО У ^ ОЛЬШ инство мате- 
математического анализа, иднако оі^^мп к пи Они 

мятиков XVIII в избрало путь, отличный от пути Беркли. 

«е пошли назад, к низшей математике, как того хотел 

^ркли ради заилить, догматов религии, а пошли в пере д- 

ітаТ развивав анализ бесконечно малых и совершенствовать 
его основы как того требовали интересы жизни и науки. 

В ХѴІІІ в. были проведены исследования, содержащие це - 
•* ный материал для разработки научно выдержанных основ “ ате " 
матических дисциплин. Центральное место среди них занимали 
•паботы в области анализа бесконечно малых. 

Р Эйлер и Даламбер отвергают мистическую, метафизическую 
трактовку бесконечно малых, развивают, по терминологии 
К Маркса рациональное дифференциальное исчисление. 
Даламбер и Эйлер — первый с помощью понятия предела (заим¬ 
ствованного у Ньютона), второй в своей «теории нулей», в ко¬ 
торой йх и йу трактовались как нули,— пытались обосновать 
исчисление Лейбница—Ньютона. Эйлер, например, пытался обос¬ 
новать точность дифференциального исчисления указанием на то, 
что А + сІх действительно точно равно А, так как ах — I). Лагранж 
пошел дальше, предпринял шаги к обоснованию дифференциаль¬ 
ного исчисления на чисто алгебраической основе. Предполагая, 
•что какова бы ни была функция }(х), Цх + к), вообще говоря, 
может быть представлена степенным рядом относительно к : 


/ (х + к) = / {х) + АН + Вк г + Ск 3 + • • • 

Лагранж называл А первой производной от }(х). В — второй 
производной от [(х), и т. д. Таким образом, нахождение произ¬ 
водных — что после Лагранжа стали считать 
гл явной задачей дифференциального исчис¬ 
ления — сводилось к высвобождению А, Вит. д. из 
разложения Дх+Л) в степенной ряд. Как получить А, В,... сами 
по себе — это оставалось невыясненным. В конце ХѴІІІ и нача¬ 
ле XIX столетий метод пределов Ньютона—Даламбера несколько 


1 И в ХѴІІІ в. убеждение в объективном существовании материи и ее 
■безграничной делимости служило многим математикам, в том числе и Эйлеру, 
основой обоснования объективности понятий о бесконечно малых и бесконечна 
•больших. ' 
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совершенствовался в трудах Кузена, Лакруа, С. Гурьева, Рах¬ 
манова и других математиков. В частности, в работах этих ма¬ 
тематиков можно найти в форме, почти нам привычной, правила 
нахождения производных всех элементарных функций. Как уже 
указывалось, проводилась большая работа по систематизации 
фактического материала математического анализа, в связи с чем 
устанавливался точный смысл многих его основных понятий и 
логическое соподчинение его разделов (Эйлер и другие). 

Однако, несмотря на все то, что сделали Даламбер, Эйлер, 
Лагранж и другие для обоснования дифференциального исчисле¬ 
ния, концепция Лейбница—Ньютона господствовала и во второй 
половине^ XVIII в. «Сорвав с дифференциального исчисления ми¬ 
стический наряд,— писал К. Маркс,—Д’Аламбер сделал громад¬ 
ный шаг вперед. Хотя его Тгаііё без Пиібез появился в 1744 году, 
Лейбницевский метод продолжал господствовать во Франции 
многие годы спустя. Едва ли стоит заметить, что Ньютон господ¬ 
ствовал в Англии плоть до первых десятилетий XIX века...» С 
Аналогичное положение вещей имело место и в России. В прак¬ 
тике исследований, в учебных пособиях, большинство русских 
математиков второй половины XVIII в. (в том числе и ученики 
Эйлера) оперировали с йх и сіу, опираясь на принципы теории 
бесконечно малых Лейбница 2 . 

Это было обусловлено, если иметь в виду ближайшие 
причины, следующими фактами: 

Во-первых, теоретические основы теории Эйлера и Лагранжа 
были не безупречны. Эйлеру пришлось обосновывать более чем 
сомнительное право делить нуль на' нуль: Лагранж пы¬ 

тался чисто алгебраически доказать возможность указанного вы¬ 
ше разложения }(х+Н), где Дх) —любая функция. Это ему не 
удалось и, как потом показал Коши, и не могло удаться. Во-вто¬ 
рых, теории Эйлера—Лагранжа не давали основы, на которой 
можно было бы б е з понятия бесконечно малой развить доста¬ 
точно эффективные алгоритмы математического анализа; в этом 
решающем пункте они были неизмеримо слабее исчисления Лейб¬ 
ница Ньютона. В-третьих, в приложениях математического ана¬ 
лиза нередко полагают А у = йу\ однако, если считать йу= 0 т® 
такой переход практически бесполезен. 

Несмотря на все это, Эйлер и Лагранж строили свои теории 
с целью изгнать понятие бесконечно малого из математики. 

В рассматриваемой связи представляет большой интерес ха¬ 
рактеристика, данная К. Марксом теории Лагранжа: 

«Большая заслуга Лагранжа,— писал К. Маркс,— заключает¬ 
ся не только в обосновании с помощью чисто алгебраического 

1 К. Маркс, Математические рукописи. Исторический очерк. Жѵонал 

«Под знаменем марксизма», 1933, № 1. н 

2 См. Р. С. 3 от и на, Вопросы обоснования математического анализа в 
ЛѴШ и начале XIX веков в России. Кандидатская диссертация МГШ4 
имени В. П. Потемкина, 1955. 
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анализа теоремы Тейлора и вообще всего дифференциального 
исчисления, но особенно во введении понятия производных функ¬ 
ций, которое в действительности употребляется в большей или 
меньшей степени, явно или неявно, всеми его предшественниками. 
Однако он этим не удовлетворился. Он разлагал чисто алгебраи¬ 
ческим путем нее возможные функции от х + к по возрастающим 
целым и положительным степеням к, наделяя затем все получен¬ 
ные функции крестными именами дифференциального исчисления. 
Все облегчения и сокращения, доставляемые 
самим дифференциальным исчислением (тео¬ 
рема Тейлора и т. п.), при этом утрачивают¬ 
ся и очень часто заменяются алгебраически¬ 
ми операциями более сложной природы. 

Поскольку дело касается чистого анализа, Лагранж действи¬ 
тельно отделался (\ѵігб Іоз) от всего того, что ему представляется: 
метафизической трансцендентностью в ньютоновских флюксиях, 
лейбницевских бесконечно малых различных порядов, в теории 
предельных значений исчезающих величин, в существовании 

как символа дифференциального коэффициента и т. д. 


Однако это не мешает тому, что в приложениях 
своей теории к кривым и т. д. он сам посто¬ 
янно прибегал к тому или другому из этих 
«метафизических представлений»’. 


Научно разработанная теория пределов создает базу к пра¬ 
вильному толкованию понятия бесконечно малой переменной и, 
значит, и к обоснованию связанных с ним эффективных алгорит¬ 
мов. Но Даламбер и его последователи конца XVIII и первого 
десятилетия XIX столетий (Кузен, Гурьев и другие) старались 
развить теорию пределов без использования понятия бесконечно 
малого. Даламбер писал: «Величина есть или нечто, или ничто: 
если она нечто, то она не исчезла; если же она ничто, то она в 
буквальном смысле слова исчезла. Предположение, что суще¬ 
ствует промежуточное положение между ними двумя, есть химе¬ 
ра» 2 . Кузен утверждал: «Самое понятие о бесконечно великом 
или бесконечно малом количестве есть нелепость» 3 . Ту же мысль 
отстаивал и Гурьев: «...известно, что бесконечно малые коли¬ 
чества суть понятия, коих ум не постигает и кои, следовательно 
привести нас в заблуждение могут» 4 . ’ 

Определение предела, на которое опирались Даламбер, Кузен, 
Гурьев и другие, не отличалось четкостью и, главное, не име¬ 


нной. -В. ^ ИС ) СертаЦИЮ К - А - Рыбникова, стр. 224. (Подчеркнуто 

ст Р Л?9’-250 тЬеГ *’ Мё1аП8е3 Йе 1Шёгаіиге еіз., Атзіегйат, 1767, 

3 КУ зен . Дифференциальное и интегральное исчисление, СПБ 1801 

стр. 1о9. ’ 

4 С. Гурьев, Краткое изложение различных способов изъяснять пийхЬе- 

ренциальное исчисление. СПБ, 1813, стр. 5. д 



л о - надлежащей общности. Как указывалось выше, 
оно заключалось в следующем: Предел есть постоянное количе¬ 
ство, к которому единообразно (т. е. монотонно) изменяющаяся 
переменная приближается так, что разность между ними может 
быть доведена до количества, меньшего наперед заданного, как 
бы оно мало ни было, не будучи, однако, в состоя¬ 
нии его превзойти или с ним поравняться 1 . 
Подчеркнутое нами ясно выражает узость трактовки предела, 
принятого Даламбером и его последователями. 

По содержанию теория пределов Даламбе- 
р а—Г урьева и других была «арйфметизирован- 
ным» методом исчерпывания древних греков. 
«Истинная метафизика дифференциального и интегрального ис¬ 
числения,— писал С. Гурьев, повторяя Даламбера и Кузена,— 
может быть выведена ...из способа древних геометров, 
известного под именем способа пределов» 2 . 

Теория пределов Даламбера—Гурьева остав¬ 
ляла нетронутым старое (эйлерово) толкование 
функции. 

Короче говоря, основная цель, какую ставили перед собой 
Даламбер, Кузен, Гурьев и другие, сводилась к оправданию 
уже известного, в первую очередь к оправданию 
дифференциального исчисления на базе представле¬ 
ний о пределе, возникших много столетий назад в древней Гре¬ 
ции (Евдокс—Евклид—Архимед). 

Изложение содержания дифференциального исчисления в ра¬ 
ботах последователей Даламбера (сам Даламбер этим вопросом 
не занимался) оказалось крайне громоздким и не- 
алгоритмичным 3 . Сказанное выше о содержании теории 
Даламбера—Гурьева ясно показывает ближайшие причины 
этого факта. Его основные причины раскроются дальше. 

Когда Даламбер, Кузен, Гурьев и другие старались разрабо¬ 
тать способ пределов как метод обоснования математического 
анализа, позволяющий освободить последний от недостатков, при¬ 
сущих теориям Лейбница, Ньютона, Эйлера и Лагранжа, они 
вели методологию математики вперед. Когда же они пытались 
•обосновать дифференциальное исчисление на теории пределов, раз¬ 
вернутой в форме, в какой по сути она' использовалась древними 
греками, задача обоснования математического анализа в лучшем 
случае оставалась на прежнем уровне. Однако, как это будет вид¬ 
но из дальнейшего, в такого рода двойственности Даламбер и его 


См. работы Кузена, Гурьева. Рахманова и других В частности: 
-Ф. Кузмин «Начала способа пределов и приложение оного к началам геометрии», 
М., 1806 Первое издание этой работы вышло в 1804 г 

2 См. вводную статью С. Гурьева к названному выше учебнику Кузена. 
Этот вопрос освещался дважды См А. П Юшкевич. Акад С. Е Гурь¬ 
ев и его роль в развитии русской науки. «Труды Ии-та истории естество¬ 
знания», т. 1. изд. АН СССР, 1947; Р С. 3 от и н а. Кандидатская диссертация. 
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последователи менее всего были повинны: время выхода научно 
выдержанной, обшей и действенной теорйи пределов на арену 
математической жизни тогда еще не пришло. 

Именно потому, что попытки величайших математиков 

XVIII в. обосновать математический анализ без понятия беско¬ 
нечно малого приводили к громоздким, неэффективным теориям, 
в практике исследований и приложений все математики XVIII в. 
были вынуждены испольвовать исчисление Лейбница—Ньютона. 
Уже это одно показывает, что в XVIII и в первом десятилетии 

XIX в. математики не располагали достаточным и эффективным 
обоснованием математического анализа. 

Все возрастающая роль отрицательных и комплексных чисел, 
неудачи, сопутствующие попыткам построить учение о числе на 
фундаменте низшей математики, стимулировали разработку но¬ 
вых способов обоснования понятия числа. Во второй половине 
XVIII в. некоторые передовые математики отказываются от ме¬ 
тафизической абсолютизации основных понятий и принципов 
элементарной арифметики и пытаются обосновать арифметику 
рациональных и арифметику положительных и отрицательных 
чисел в связи с постепенным обобщением обычного (верного для 
количественных натуральных чисел) определения умножения. 
В конце XVIII в. Вессель 1 открывает полное истолкование ариф¬ 
метики комплексных (а значит, и истолкование арифметики по¬ 
ложительных и отрицательных действительных) чисел при помо¬ 
щи векторов, расположенных на плоскости (на прямой). Эйлер 
и Вессель вплотную подходят к понятию кватерниона. 

Однако во второй половине XVIII и начале XIX в. указанные 
достижения в разработке содержания и основ учения о числе за¬ 
метного признания не получили. Во второй половине XVIII в. и 
даже в начале XIX в. не прекращались бесплодные попытки по¬ 
строить учение о числе на фундаменте низшей математики. Ра¬ 
бота Весселя, имеющая для теоретической арифметики основопо¬ 
лагающее значение, оставалась в тени и потом была забыта. Ее 
«переоткрыли» лишь во второй половине XIX в. (переиздана на 
французском языке в 1897 г.). 

В течение многих столетий принципы «Начал» Евклида (опре¬ 
деления, постулаты и аксиомы) неоднократно обращали на себя 
внимание геометров и философов. Особый интерес вызывал 
постулат параллельности; его пытались доказать при помощи 
остальных посылок «Начал». Однако, шла ли речь об уточнении 
определений «Начал», или предпринимались попытки доказать 
постулат параллельности — все это имело целью устранить (по 
выражению Саккери) «пятна» с бессмертного творения Евклида. 
Иначе говоря, имелись в виду уточнения принципов «Начал», до- 

1 Работа Весселя под названием «Оп Оігесііопепз апаіуіічке Веіе- 
|піп§» бы іа опубликована в 1799 г в «Трудах Датской академии наук». См. 
В. Н. Молодший, Основы учения о числе в ХѴШ веке, гл. IX, § 5 и 6, 
'Учпедгиз, 1953 
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статочность которых для обоснования геометрии была вне сом¬ 
нений. 

Во второй половине XVIII в. Даламбер подчеркнул, что истин¬ 
ность теорем «Начал» менее всего следует из аксиом и постула¬ 
тов Евклида. Он был прав: система постулатов и аксиом «На¬ 
чал» не полна (Евклид частично восполнял ее неполноту содер¬ 
жанием определений). Однако Даламбер не смог разработать 
более совершенную систему посылок гебметрии Евклида, его ре¬ 
форма коснулась только.ее «верхних этажей». Следуя советам 
Даламбера, хорошо аргументированным и, главное, жизненно¬ 
важным, в геометрии стали использовать понятие действительно¬ 
го числа, понятие предела и движение *. 


§ 2. Причины господства в XVIII в. метафизического подхода 
к вопросам обоснования математики 

Почему большинство математиков XVIII в. не признало и не 
разработало должным образом то новое, прогрессивное, что в во¬ 
просах обоснования математики было сделано в самом XVIII в? 
Почему они, напротив, метафизически абсолютизировали тради¬ 
ционные, узкие способы обоснования математических теорий?' 
Почему, наконец, они упорно старались придерживаться старой 
методологии, хотя многие из них не могли не чувствовать, а наи¬ 
более дальновидные и понимать, что парадоксы и старая мето¬ 
дология как-то друг с другим связаны? 

Нередко пытаются объяснить эти факты тем, что якобы в рас¬ 
сматриваемый период ученые были чрезмерно заняты решением 
многих сложных проблем и поэтому не имели времени для раз¬ 
работки научных основ математики. Также указывают (и это 
справедливо), что только в первой половине XIX в. начался но¬ 
вый этап успешного развитая научных основ математики. 

Почему математики первой половины XIX в. обратили серь¬ 
езное внимание на отставание способов обоснования математи¬ 
ческих теорий от их содержания, что помогло' им верно- 
ставить и правильно решать многие пробле¬ 
мы обоснования математик и,— эти вопросы при та¬ 
ком объяснении остаются без ответа. Клейн и некоторые другие 
исследователи ссылались на то, что якобы развитие математики 
идет от творческих периодов, когда ищут факты, не думая 
об их обосновании, к критическим периодам, когда оты¬ 
скание новых фактов отступает на задний план, а отыскание 
основ установленных фактов начинает доминировать. Что опре¬ 
деляет переход от первого периода ко второму и наоборот, — это' 
осталось невыясненным 1 2 . 


1 См. по этому вопросу В. Ф. Каган, Лобачевский, гл. VIII, изд. 
АН СССР, 1948 г. ЕпсусІорёбіе ои бісііоппаіге гаізоппё без зсіепсез без агіз 
еі без шеііегз, Рагіз, 1751 — 1780, статья «Оёошёігіе». 

2 Ф Клейн, Лекция о развитии математики в XIX столетии, ч. 1, 
ОНТИ, 1937. 

124 



Таким образом, в полном согласии с идеалистическим толко¬ 
ванием движущих сил развития науки, сторонники такого объяс¬ 
нения усматривают решающую силу успешной разработки 
основ математики в субъективных -факторах. Если прйнять 
их «теорию», то надо признать, что если бы математики XVII— 
XVIII вв. отнеслись к вопросам обоснования своей науки с боль¬ 
шим вниманием, они могли бы их полностью разрешить. Придер¬ 
живаясь их взглядов, надо было бы также признать, что прин¬ 
ципы математики — это положения, привносимые в матема¬ 
тику из «чистого» мышления с целью упорядочить ее факты. 

Указанное объяснение не является научным. Сказанное во 
второй главе дает основание утверждать, что если математики 
XVII—XVIII вв. не смогли решить многие проблемы обоснования 
математических теорий, а математики первой половины XIX в. 
их решили, то объяснение этому надо искать в первую очередь 
яе во взглядах и настроениях математиков (хотя они всегда 
играют некоторую, а порой даже значительную роль!), а в осо¬ 
бенностях предмета и методов исследований 
(исчислений, алгоритмов) математики в каж¬ 
дом из этих периодов. 

Нет необходимости доказывать, что при этом надо считаться 
с общим уровнем развития науки и философии. 

В связи с рассматриваемым вопросом отметим еще один факт. 

В своих «Математических рукописях», в их исторической ча¬ 
сти посвященных сравнительному анализу способов обоснования 
дифференциального исчисления, развитых Лейбницем, Ньютоном, 
Эйлером, Даламбером и Лагранжем, К. Маркс не говорит о «за¬ 
нятости» математиков XVII—XVIII вв., об их «погоне» за новыми 
фактами. Не говорит об этом и Ф. Энгельс, хотя в «Диалектике 
природы» и в «Анти-Дюринге» имеется немало принципиальной 
важности замечаний, относящихся непосредственно к характе¬ 
ристике предмета, методов и принципов математики в XVI— 
XVIII вв. Философские взгляды Маркса и Энгельса несовместимы 
с делением истории математики на отгороженные друг от друга 
«творческие» и «критические» периоды. 

Реальные причины господства - метафизического подхода к 
вопросам обоснования математики в XVIII в. в основном сводят¬ 
ся к следующему. Математики XVIII в. требовали начинать обос¬ 
нование каждой математической теории с точного истолкования 
ее основных понятий и выделения аксиом, достаточных для раз¬ 
вития содержания теории. Заботились они и о том, чтобы дока¬ 
зательства не содержали пробелов, чтобы правила логики были 
соблюдены. Однако реализовать эти верные указания в условиях 
XVIII в. более чем часто было невозможно. Причины этого ле¬ 
жали внутри математики — в ограниченности предме¬ 
та и методов ее исследований, и вне математики — в метафи¬ 
зичности философии того времени. 
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Чтобы это доказать, рассмотрим некоторые основные факты 
истории геометрии, учения о числе и математического анализа. 

В течение более чем двух тысяч лет, вплоть до второй по¬ 
ловины XIX в., система «Начал» Евклида считалась образцомъ 
строго научной математической теории. В XVII—XVIII вв. авто¬ 
ритет геометрии Евклида достиг максимальной высоты. Декарт 
и Ферма в аналитической геометрии, Галилей, Гюйгенс и Ньютон 
в механике опирались на геометрию Евклида. Абсолютное про¬ 
странство Ньютона было точной копией пространства Евклида. 

Математический анализ можно развить независимо от геомет¬ 
рии. Однако основоположники дифференциального и интеграль¬ 
ного исчислений развивали свои теории в связи с представления¬ 
ми, прямо или косвенно заимствованными из «Начал» Евклида 
(аналитическая геометрия Декарта, дифференциальный треуголь¬ 
ник Паскаля—Барроу, задачи о касательных и квадратурах). 

В XVIII в. механика Ньютона была основной наукой. Ее ве¬ 
дущее положение побуждало ученых и философов смотреть на 
геометрию Евклида как на фундамент всего естествознания. 

Определяющей, коренной причиной исключительного положе¬ 
ния геометрии Евклида было, однако, то, что многовековая прак¬ 
тика измерений не давала ни малейшего повода усомниться 
в достоверности ее исходных положений и теорем. 

Учитывая эти факты, Н. И. Лобачевский писал: «...сумма 
трех углов прямоугольного треугольника равна двум прямым — 
теорема, в справедливости которой до сих пор никто не сомне¬ 
вался, потому что не встречают никакого противоречия в за¬ 
ключениях, которые отсюда выводятся, и потому что измерение 
углов в прямолинейных треугольниках согласуется в пределах 
ошибок самых точных измерений с этой теоремой» *. 

Таким образом, практика измерений и развитие точных наук 
вплоть до первой половины XIX в. способствовали тому, 
что ученые и философы считали принципы и теоремы геометрии 
Евклида не только истинными — в этом не сомневались и рань¬ 
ше!— но и е д и н с т в е н н о возможным и абсолютно 
точным описанием свойств реального прост- 
ранствавцелом. 

Пытаясь доказать аксиому параллельности, Саккери подошел 
к открытию неевклидовой геометрии. Он, однако, отверг возмож¬ 
ность ее существования, так как в противном случае пришлось 
бы признать существование асимптотически сближающихся пря¬ 
мых линий, что по его мнению «противоречит природе прямой 
линии». 

Величайший математик XVIII в. Л. Эйлер не был удовлетво¬ 
рен существовавшими в его время «доказательствами» аксиомы 
параллельности Евклида. Эйлер, однако, полагал, что аксиому 
параллельности Евклида можно доказать. Он подчеркивал также, 

1 Н. И. Лобачевский, Сочинения, т. III, ГИТТЛ, 1951, ,ггр. 435. 
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что если бы подобное доказательство было невозможным, то и в 
этом случае было бы целесообразно исходить от аксиомы парал¬ 
лельности Евклида, а не от противоположного допущения, свя¬ 
занного с «неудобствами» и «ведущего к противоречиям». 

«Мы твердо знаем,— писал Л. Эйлер Г. Кюну в 1735 г.,—что 
накрест лежащие углы в параллельных линиях равны между со¬ 
бой, хотя ни одно из данных этому доказательств (за исключе¬ 
нием доказательства Валлиса) не раскрывает это правильно. Дат 
же если в этом случае нельзя придумать достаточно прочных до¬ 
казательств (я сам вовсе так не думаю), тем не менее традици¬ 
онное учение, как мне кажется, должно быть сохранено, ибо из 
него, как я вижу, не только не проистекает никаких неудобств, 
но, более того, из противоположной гипотезы родится очень мно¬ 
го противоречий» *. 

Лежандр (1752—1833) неоднократно пытался доказать аксио¬ 
му параллельности Евклида, так как считал, что равносильная ей 
теорема о равенстве суммы углов треугольника 2й принадлежит 
к числу «фундаментальных истин, оспаривать которые невозмож¬ 
но и которые представляют пример неизменно пребывающей до¬ 
стоверности математических истин; эту достоверность мы посто¬ 
янно обнаруживаем при наших изысканиях, и подобия такой 
точности нельзя найти ни в какой другой области человеческого 
знания» 1 2 . 


Кажется только один математик XVIII в. отчасти признал 
право неевклидовой геометрии на существование. Это был Лам¬ 
берт (1728—1777) —тениальный и смелый исследователь. 

Почему многие выдающиеся математики ошибочно считали, 
что им удалось найти доказательство аксиомы параллельных 
Евклида? Отвечают обычно так: потому что каждый из них не¬ 
заметно для себя использовал в доказательстве некоторое пред¬ 
ложение, равносильное аксиоме параллельности. С логической 
точки зрения ответ верен. Однако не менее важно подчеркнуть 
(особенно в отношении математиков XVII—XVIII вв.), что в ко¬ 
нечном счете они попадали в логический круг, потому что пред¬ 
ставляли геометрические объекты только такими, какими их 
представлял Евклид, и наделяли их свойствами, какие им при¬ 
сущи в геометрии Евклида. 

Что в XVIII в. можно было противопоставить метафизической 
абсолютизации содержания и принципов геометрии Евклида? 
Сказанное показывает, что если иметь в виду научно обоснован¬ 
ное противопоставление, то ничего! Поэтому критическое рас¬ 
смотрение посылок «Начал» заканчивалось и не могло не закон¬ 
читься или незначительной их реформой, или чисто формальным 
их отрицанием (Даламбер). 


1 Архив АН СССР, фонд 1 опись 3, № 19. 

2 ^ В /, К „ а г а "• Вступительные статьи к «Геометрическим исслелова- 

яиям» Н. И Лобачевского, изд. АН, СССР, 1945, стр. 27. Д 
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Объективно задача стояла иначе: Сначала математики долж¬ 
ны были открыть неевклидовы геометрии, проективную геомет¬ 
рию, геометрии п-мерных пространств, т. е. развить геометриче¬ 
ские теории, объекты которых по основным свой¬ 
ствам в чем-то отличны от объектов геомет¬ 
рии Евклида. Потом, отказавшись от абсолютизации гео¬ 
метрии Евклида, математики должны были сравнить содер¬ 
жание этих геометрий с геометрией Евклида, понять их общее 
и различия и в связи с этим разработать новый, более проч¬ 
ный и общий фундамент как геометрии Евклида, так и новых 
геометрических теорий. В XVIII в. сделать это было невозможно: 
практика не ставила задач, которые побуди¬ 
ли бы ученых развивать названные выше гео¬ 
метрические теории. Внутренние тенденции развития 
геометрии, к ним ведущие, были слабы и- противостоять метафи¬ 
зической абсолютизации геометрии Евклида не могли. 

До второй четверти XIX в. развитие понятия числа всегда 
приводило к числам нового вида, для которых все законы счета 
верны и для которых, кроме чисел комплексных, можно устано¬ 
вить «естественные» (т. е. количественного характера) определе¬ 
ния понятий «больше» и «меньше». Поэтому все законы счета 
казались математикам справедливыми для любых чисел, состав¬ 
ляли существо их трактовки общего понятия числа и являлись 
исходным пунктом при обосновании арифметики каждого типа 
чисел. Типичный тому пример — упомянутое выше «доказатель¬ 
ство» правила знаков: (— а) (— Ь) = аЬ, базирующееся на допу¬ 
щении выполнимости распределительного закона в области поло¬ 
жительных и отрицательных величин. Иначе говоря, в XVIII в. 
не было данных, которые побуждали бы математиков проверять 
выполнимость законов счета в каждой области чисел, т. е. ре¬ 
шать вопрос, который со второй половины XIX в. стал одним из 
основных вопросов обоснования понятия числа. 

Чтобы создать базу для разработки научно выдержанных 
принципов учения о числе, необходимо было, во-первых, преодо¬ 
леть абсолютизацию обычных определений арифметических дей¬ 
ствий и разработать реальное истолкование арифметики ком¬ 
плексных чисел; во-вторых, необходимо было — и это главное! — 
показать, что в учении о числе выполнимость всех 
законов счета не безгранична. Первая задача бы¬ 
ла решена в конце XVIII в., вторая — во второй четверти XIX в К 

Известно, что математический анализ — в первую очередь 
дифференциальное и интегральное исчисление и теория рядов — 
возник в связи с решением геометрических и механических за¬ 
дач, решить которые средствами математики постоянных величин, 
как правило, было невозможно (нахождение касательных, макси- 


1 См. В. Н. Молодший, Учение о числе в XVIII и в первой половине 
XIX в. Журнал «Математика в школе», 1952, № 5. 
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мумов и минимумов, квадратур, скорости, ускорения и т. п.). До 
первой Половины XVIII в., математический анализ и эти его при¬ 
ложения находятся в единстве, причем первый по отношению ко 
вторым играет служебную роль ■ 5 

В середине XVIII в. Л. Эйлер проводит гигантскую работу по 
систематизации содержания математического анализа, как а на¬ 
лит и ч е с к о г о (независимого от механики и геометрии) уче¬ 
ния 2 . Однако примерно до последней четверти XVIII в. область 
приложений математического анализа в принципе остается той 
же самой. Во второй половине XVIII в., особенно в его последней 
четверти, область приложений математического анализа расши¬ 
ряется за счет существенно новых проблем: например, необхо¬ 
димости решать задачи из гидродинамики. Однако «по инерции» 
при изложении математического анализа установившееся соотно¬ 
шение теории н ее приложений, как правило, сохраняет силу. 

В наше время при логическом развертывании содержания ма¬ 
тематическаго анализа критерии существования (признаки суще¬ 
ствования предела переменной, теоремы о функциях, непрерыв¬ 
нѣй йа отрезке, условия существования определенного интеграла 
и Т- и.) играют фундаментальную роль. В XVIII в. положение 
вещей было иным: при решении подавляющего большинства про¬ 
блем геометрии и механики факт существования пределов был 
■вне сомнений; вопрос шел лишь о том, как их вычислить. Кто в 
XVIII в. мог сомневаться в существовании касательной в каждой 
точке параболы и гиперболы или подобной им кривой? Кому мог¬ 
ла прийти в голову мысль, что фигура, ограниченная прямыми 

0, х=а, х~Ь и некоторой кривой, не имеет площади? В XVIII в, 
постановка таких вопросов была противоестественной. Мате¬ 
матикам трех первых четвертей XVIII в. крите¬ 
рии существования, как правило, были не 
нужны; поэтому о них они и не думали. Если все же 
в конце XVIII в. вопросы существования и ставились, то, как уже 
указывалось, чаще всего они «решались» на базе господствовав¬ 
ших тогда геометрических и механических представлений. 

Узость «материальной» базы математического анализа (при¬ 
мерно до последней четверти XVIII в.) обусловила возникнове¬ 
ние другой причины, существенно тормозившей разработку его 
фундамента.^ Трудность была в первую очередь не в том, что ма¬ 
тематический анализ был «привязан» к геометрии и механике, 
а в том, что последние не давали математикам достаточного ко¬ 
личества фактов, изучение которых с их количественной стороны 
позволило бы разработать для математического анализа доста¬ 
точно общие основы. 


2 например, курсы анализа Лопиталя и Маклорена. 
аняттиГР ешил ЭТ У за Д а чу в следующих руководствах: 1) Введение в 
тегоальнпр СК [? НеЧН ° мал ^ х ’ 2 Т0 ІІ а: 2 ) Дифференциальное исчисление; 3) Ии- 

неиие имеіотга ЧИСЛеНИе ’ 3 Т ° Ма ' Пе Р вый том первого сочинения и второе сочи¬ 
нение имеются в русском переводе. • у 
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Как правило, до последней четверти XVIII в. математики изу¬ 
чали аналитические функции, т. е. функции, которыемож^- 
но представить степенными рядами вида: х 

/ (х) = а 0 + а 1 (х — х 0 ) + а 2 (х — х 0 ) 2 + ... + с„(х — х 0 ) п + ... 
(или по крайней мере рядами вида 

/ (х) — А. х а - 1- Вх Р -(- Схі -)- .. •, 
где а, р, у—дробные или отрицательные числа). 

При помощи аналитических функций в XVIII и в XIX в. ре¬ 
шалось подавляющее большинство задач математического ана¬ 
лиза и точных наук: Задачи обычно решались по единому плану 
и без особого труда (Ньютон и его метод интегрирования урав¬ 
нений при помощи степенных рядов). 

Эти обстоятельства побуждали математиков XVIII в. считать,, 
что всякая функция /(х) допускает разложение в ряды указан¬ 
ного вида, что связанные с таким представле¬ 
нием функций алгоритмы универсальны. «Вот 
почему Эйлер, его современники и последователи, понимая фун¬ 
кцию как аналитическое выражение, имели достаточное основа¬ 
ние считать ее аналитической функцией» Поэтому же требова¬ 
ния представлять функции одним аналитическим выражением; 
(которое и отождествлялось с функцией), эйлерова трактовка 
непрерывности и разрывности функции были общеприняты. 

Поскольку рассматриваемые в анализе функции были анали¬ 
тическими, представлявшие их кривые были гладкими. Более то¬ 
го, графики изучавшихся алгебраических И трансцендентных, 
функций в большинстве случаев были похожи друг на друга. Па- 
основным свойствам степенные ряды тождественны с конечными 
алгебраическими суммами. Поэтому не удивительно, что непо¬ 
средственные следствием принятого в XVIII в. истолкования фун¬ 
кции было то, что «свойства конечных алгебраи¬ 
ческих выражений переносились на все без- 
исключения функции» 2 . Таким образом, в решающем 
пункте — в учении о функциях — внутренние тенденции развития 
математического анализа способствовали метафизической абсо¬ 
лютизации истин низшей математики как незыблемого фундамен¬ 
та всего здания математики. 

Были ли известны факты, еще в XVIII в. показывающие узость 
общепринятой тогда трактовки понятия функции и ее непрерыв¬ 
ности? Были, но изменить положение в лучшую сторону не 
могли! 

«Факты иного рода,— справедливо подчеркивает А. И. Мар- 
кушевич,— где аналитическое выражение, например в виде схо- 


1 А И. Мапкушевич, Очерки по истории теории аналитических, 
функций. Гостехиздат, М.—Л.. 1951 стр. 13—17 

! М К Герц О. функциях, не -имеющих производных. Введение, Вар¬ 
шава. 1877. 
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дящегося ряда элементарных функций, представляло не аналити¬ 
ческую функцию, являлись единичными в практике матема¬ 
тики того времени (тригонометрические ряды у Д. Бернулли); 
эти «исключения» математический анализ XVIII в. не мог бхва- 
тить и, как правило, не считал нужным оговаривать» 

Несколько труднее выяснить реальные основания трудностей, 
с какими в XVII—XVIII вв. связывались представления о при¬ 
роде бескіэнечно малых, и объяснить факт господства указанного 
выше узкого истолкования понятия предела. В основных чертах 
дело здесь сводится к следующему: 

Как уже указывалось, при рассмотрении вопросов математи¬ 
ческого анализа математики XVII—XVIII вв.— явно или неявно, 
хотели они этого или не хотели, безразлично — трактовали пре¬ 
дел как последнее значение переменной, которое она всег¬ 
да достигает (или может достигнуть), изменяясь 
монотонно и непрерывно. Но если принять таку#о трак¬ 
товку предела, то логично признать, что и сделали Ньютон и 
Эйлер, что сіх и сіу равны нулю. Если же это не признать, то 
следует считать сіх и сіу величинами особой природы, как видно 
из их свойств, актуально бесконечно малыми. 

Каковы же реальные основания принятого в XVIII в. в мате¬ 
матическом анализе толкования понятия предела? Ответ, несо¬ 
мненно, надо искать в первую очередь в ограниченности господ¬ 
ствовавших в XVII—XVIII вв. механических и геометрических 
представлений и в узости толкования понятия функции. 

«Наличие у всякого движения скорости и ускорения,— писал 
Н. Н. Лузин,—казалось Ньютону в природе вещей. Вот почему 
естественно думать, что всякое приближение к пределу Нью¬ 
тон мыслит монотонным, но отнюдь не осциллятор- 
н ы м а . Для Ньютона наличие движения без скорости или без 
ускорения, кривой без касательной или без кривизны, наличие 
переменной величины, хотя и. непрерывно изменяющейся, но та¬ 
кой, что каждое ее численное значение, как допредельное, так н 
предельное, является осцилляторным пределом, было бы «проти¬ 
воестественным» и, без сомнения, вызвало бы резко отрицатель¬ 
ную реакцию на эту мысль» 3 . 

Как указывалось, в XVIII в. монотонность приближения пере¬ 
менной к пределу требовали Даламбер, Кузен, Гурьев, Рахма¬ 
нов и другие. 

Если функция І(х) аналитическая,то }'(х) существует инепре- 


1 А. И Маркушевич. Очерки по истории теории аналитических 
функций, Гостехиздат, 1951, стр. 17. 

! Осциллятор — любая колебательная система. Таким образом. Н. Н. Лузин 
имеет здесь в виду не монотонное, а колеблющееся приближение переменной 
к пределу. 

* Н. Н. Лузин, Ньютонова теория предела. См. сИсаак Ньютон 
(1643— 1717)». Сборник статей к трехсотлетию со дня рождения, АН СССР 
1943. стр. 64. 
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рывна. Графиком }(х) является крива#, имеющая касательную 
в каждой точке (черт. 12). 

Геометрически очевидно, что когда Дх-^0 (оставаясь все вре- 
мябольше или меньше нуля), то и А г/ 0. Точка В, оставаясь 
на кривой, неограниченно приближается к точке А. Когда Д* 
станет равным нулю, то АВ совпадет с АТ. Предел — ка¬ 
сательная АТ — оказывается здесь последним положением 


У 



секущей АВ, которого она всегда достигает при монотонном и нё- 
прерывном изменении Ах, когда Ах станет равным нулю. 

Вообще если }(х) непрерывна в точке а, то Ііт Цх) суще- 

х - а 

ствует и равен К а). И здесь предел есть «последнее» значение 
переменной, которое она принимает при х = а. 

В XVIII в. в теории рядов внимание математиков было на¬ 
правлено главным образом на степенные ряды. Поскольку в ма¬ 
тематическом анализе изучались преимущественно аналитические 
функции, представление функции степенными рядами позволяло 
изучать их свойства (Эйлер). Степенные ряды помогали вычис¬ 
лять значения аналитических функций с любой, наперед задан¬ 
ной, точностью и оказывали существенные услуги при интегри¬ 
ровании дифференциальных уравнений. Но степенные ряды 
вообще ведут себя как конечные суммы. Так, внутри интервала 
сходимости сумма степенного ряда не зависит от порядка следо¬ 
вания его членов. Не удивительно, что математики XVIII в. счи¬ 
тали свойства конечных сумм присущими всем рядам и, как пра¬ 
вило, оперировали с последними как с конечными суммами 
(вспомним также приведенное выше (стр. 130) замечание Герца!). 

Решающим в существовании указанных фактов было то, что. 
примерно до последней четверти XVIII в. практика (техника, ме- 
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ханика, астрономия и т. п.), как правило, была заинтересована к 
изучении реальных величий, по основным свойствам подходящим 
под понятия величины и функции, принятые в XVII— ХѴЩ вв. 
Благодаря этому аппараты исчисления (алгоритмы) математи¬ 
ческого анализа (а также алгебры и учения о числе) приводили, 
как правило, к верным результатам во всех математических тео¬ 
риях и точных науках. Поэтому-то главным образом математики 
XVII—XVIII вв. имели основания считать разработанные ими ал¬ 
горитмы не имеющими определенной области действия, всеобщи¬ 
ми. Если при этом все же получали парадоксы, то они, как пра¬ 
вило, или относились к «воображаемым» величинам, или не 
имели существенного значения для разработки основных (по то¬ 
му времени!) проблем математики. Так, в 1775 году Лагранж об¬ 
наружил, что правило 

I [/ (*) — <р (х) ] Ох = I / (х) йх — 1 ср (х) ах 

а а а 

не всегда справедливо, если рассматриваемые интегралы несоб¬ 
ственные. Но в то время занимались обычными интегралами от 
непрерывных функций; несобственные интегралы встречались в 
исключительных случаях. Преодоление этого «парадокса» не бы¬ 
ло еще существенно .важным для разработки интегрального ис¬ 
числения и его приложений. Лагранж его отметил в письме к 
Эйлеру, но заниматься им не стал *. 

Иначе говоря, примерно до последней четверти XVIII в. во¬ 
прос о границах приложимости исчислений и алгоритмов мате¬ 
матического анализа (алгебры и учения о числе) практикой поч¬ 
ти не выдвигался, а потому и не мог стать одним из основных 
вопросов обоснования анализа вообще. ч 

Итак, в XVIII в. не было решающих данных, способных по¬ 
мочь математикам устранить недостатки, присущие их работам 
по основам математического анализа и теории рядов. Чтобы в 
этом направлении’ добиться перелома, как минимум было необ¬ 
ходимо: 

1. Отделить задачу обоснования математического анализа от 
использования представлений, господствовавших в XVII— 
XVIII вв. в механике и геометрии. 

2. Разбить узкое толкование понятия функции и ее непрерыв¬ 
ности, господствовавшие в XVIII в. 

3. Разбить узкое толкование предела, принятое всеми его сто¬ 
ронниками от Ньютона, Даламбера и до Коши (не включая 
последнего). 

4. Вывести теорию рядов за рамки, поставленные ей теорией 
степенных рядов. 


1 См. письмо Лагранжа к Эйлеру от 30/1 1775 г. «Ученая корреспонден¬ 
ция Академии наук XVIII в. (1766—1782)», изд. АН СССР, 1937. 
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Нельзя, однако, ограничиться описанием только внутримате¬ 
матически х причин, тормбзивших в XVIII в. разработку достаточ¬ 
ных способов обоснования математических теорий и способство¬ 
вавших метафизической абсолютизации истин низшей математи¬ 
ки. Существенно подчеркнуть, что этому способствовала и фило¬ 
софия XVIII в. 

В XVIII в. в философии (материалистической и идеалистиче¬ 
ской) и в естествознании господствовала метафизика. Метафизи¬ 
ка закрепляла развивавшуюся внутри математики абсолютиза¬ 
цию истин низшей математики, способствовала укреплению веры 
математиков в неограниченную силу исчислений и алгоритмов, 
глушила ростки прогрессивных идей, стихийно, в силу внутрен¬ 
ней логики развития, зарождавшихся при разработке основ мате¬ 
матических теорий. 

Примерно до последней четверти XVIII в. позиции метафиз*- 
ки в области основ математики в общих чертах были даже более 
сильными, чем в XVII в. Например, в XVII в. раздавались пред¬ 
остерегающие голоса против необоснованного использования ме¬ 
тодов и алгоритмов; до последней четверти XVIII в. их почти не 
было слышно. Помимо указанных выше внутриматемэтических 
причин, этому в большой мере способствовало и то, что уровень 
философии XVIII в. был ниже, чем в XVII в. «Метафизика 
XVII века (Декарт, Лейбниц),— писали К. Маркс и Ф. Энгельс,— 
была еще связана с положительным (розіііѵет) содержанием. 
Она делала открытия в математике, физике и пр. В XVIII веке 
позитивные науки отделились, и метафизика стала плоской* 1 . 

§ 3. Разработка способов обоснования математики 
в последней четверти XVIII и первой половине XIX в. 

Как указывалось выше (гл. I, § 3), в конце XVIII и первой 
половине XIX в., во время бурного роста машинной техники, ба¬ 
зирующейся на использовании парового двигателя, когда в ве¬ 
дущих странах укреплялся промышленный капитализм, матема¬ 
тика стала развиваться в существенно новых направлениях. 
Новыми оказались формы организации, содержание ее исследо¬ 
ваний и требование максимальной общности развиваемых мате¬ 
матических теорий. Эти обстоятельства сыграли в разработке во¬ 
просов обоснования математики двоякую роль. 

Новые факты, постепенно накоплявшиеся преимущественно в 
математическом анализе, исключительная роль, какую они стали 
играть в первой половине XIX в. в точных науках и технике, по¬ 
казали, что традиционные и метафизически абсо- 


1 К. Маркс и Ф. Энгельс. Святое семейство. Цитирую по книге 
В. И. Ленина, Философские тетради, Госполитиздат. 1947, стр. 29. 

Говоря о метафизике XVII—XVIIГ вв., К- Маркс и Ф Энгельс имели в 
виду философию этого периода как методологий точных наук. 
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л ютизиру емъі е способы обоснования математики более не¬ 
совместимы с развитием действенных мето¬ 
дов и содержания анализа бесконечно, малых, геометрии, 
алгебры и учения о числе. 

Решающим, однако, было другое. Эти .новые факты подска¬ 
зали математикам, в каком направлении и как разрабатывать 
■более широкие способы обоснования математических теории, по¬ 
могающие охватить их фактическое содержание «целиком», а по¬ 
тому, обратно, способствующие развитию их действенных методов 
и содержания. 

Таких фактов было очень много. Открытие их шло отнюдь не 
по восходящей прямой, а сложными, зигзагообразными путями. 
Процесс протекал в условиях развертывающейся борьбы мате¬ 
риализма с идеализмом, стихийной диалектики естествознания и 
математики против метафизики. Дать полное и связное обозрение 
•основных направлений этого сложного процесса и выяснить их 
значение для развития новой методологии математики — это 
задача, решить которую можно в ряде крупных исследований. 
© дальнейшем мы останавливаемся только на некоторых р е- 
ш а ю щ и х фактах, которые предопределили содержание 
развития новых способов обоснования математики. 

Изучая внутриматематические причины, способствующие в 
XVIII в. проникновению метафизики в математику, мы начинали 
« геометрии, переходили к учению о числе и закончили анализом 
бесконечно малых. Это естественно: в XVII—XVIII вв. метафизи¬ 
ческая абсолютизация принципов и истин геометрии Евклида 
имела наиболее прочные основания. Меньше всего это относи¬ 
лось к высшей математике. В первой половине XIX в. разработка 
способов обоснования многих математических теорий в значи¬ 
тельной мере определялась соответствующей проблематикой ма¬ 
тематического анализа. Поэтому теперь целесообразно начать с 
рассмотрения фактов, относящихся к истории способов обосно¬ 
вания математического анализа и теории рядов. 

Примерно с последней четверти XVIII в. область приложений 
математического анализа начинает значительно перекрывать гра¬ 
ницы его обычных приложений в механике и геометрии. Еще бы¬ 
стрее развертывался этот процесс в первой четверти XIX в. 
(см. гл. I, § 3). 

Математики пытались сначала решать новые задачи мето¬ 
дами, разработанными классиками XVIII в. — Эйлером, Далам- 
’бером, Лагранжей и др. Однако вскоре выяснилось, что методы 
классиков недостаточны, что надо развивать новые, более общие 
и сильные методы. Выяснилось также, что недостаточность мето¬ 
дов классиков нередко связана с узостью трактовки основных 
понятий, с «изгоняемым» понятием о бесконечно малой, с «исклю¬ 
чениями», которые раньше оставались в тени. 

Сказанное поясним одним примером. 
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Ньютон и Лейбниц разработали две трактовки понятия обыч¬ 
ного определенного интеграла *. 

Ньютон трактовал определенный интеграл как разность соот¬ 
ветствующих значений первообразной функции: 
ь 

и{х)йх = Р(Ь)-Р{а), 

где^(х) = /(*). “ | 

Для Лейбница определенный интеграл был суммой всех бес¬ 
конечно малых дифференциалов: 
ь 

и(х)йх = «сумма всех ?(х) Ах». 


Первая трактовка отвечала технике вычисления опреде¬ 
ленных интегралов при помощи первообразной подинтегральной 
функции, вторая тому, что в приложениях определенный интеграл 
—ся как предел известного вида суммы (интегральной 

Примерно до последней четверти XVIII в. первая трактовка 
понятия определенного интеграла занимала господствующее по¬ 
ложение. Этому способствовали два обстоятельства. 

I. К началу XVIII в. были установлены правила дифференци¬ 
рования всех элементарных функций и началась успешная разра¬ 
ботка методов нахождения их первообразных (рациональных, от¬ 
дельных видов иррациональных и трансцендентных функций). 
Благодаря этому точка зрения Ньютона вполне отвечала разви¬ 
тию эффективных алгоритмов интегрального исчисления 

ь 

II. Непосредственное вычисление [ / (х) йх как предела инте¬ 
гральной суммы еще с середины XVII в. столкнулось с многими,, 
все усиливающимися трудностями. Естественно, что это обстоя» 
тельство не способствовало укреплению точки зрения Лейбница. 

Леибницево истолкование обычного определенного интеграла 
существенно опирается на понятие о бесконечно малых, от кото¬ 
рых математики XVIII в. хотели освободить математический ана¬ 
лиз. Хотя и в меньшей мере, но это также способствовало укреп¬ 
лению точки зрения Ньютона. Факт этот хорошо подтверждается 
тем, как Эйлер использовал понятие об интегральной сумме. 
Эйлер не возражал против приближенного вычисления опреде¬ 
ленных интегралов при помощи соответствующих интегральных 
сумм. Цо рассматривать определенный ийтеграл как предел ин- 


пй ЭТ0М У вопросу: А. П. Юшкевич, О возникновении понятия 

і П ?047? е г Н °м интеграле Коши. «Труды Ин-та истории естествознания», 
• ' Г> ф ихтен гольц, О преобразовании переменных в крат¬ 
ных интегралах. «Историко-математические исследования», 1952, вып. Ѵ- 
т а 'п^;^ НТр0П °^ а ’ Из ИСТ0 Р ИИ развития теорйи потенциала и теории 
техникГдТсаР К М НДИ 1955 КаЯ диссерт?ция - Ин ' т истории естествознания и 
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тегральной суммы он не мог. В этом случае все слагаемые 
интегральной суммы становились бесконечно малыми, т. е. с точ¬ 
ки зрения Эйлера, были нулями 1 . 

Конечно, и до последней четверти XVIII в. концепция Ньюто¬ 
на сталкивалась с трудностями. В этот период встречались эле¬ 
ментарные функции, первообразные которых не могут быть выра¬ 
жены через элементарные функции, в конечном виде. Знали' 
математики, и некоторые несобственные интегралы, в том числе 
и расходящиеся'. Но такого рода факты были единичными и уста¬ 
новившейся эффективной конценпции интеграла нарушить не 
могли. Иным оказалось положение в последней четверти XVIII и- 
особенно в начале XIX в. 

С 70-х годов XVIII в. решение задач аналитической механики, 
физики и других дисциплин потребовало значительного расшире¬ 
ния понятия определенного интеграла. Особое-значение приобре¬ 
тают двойные и тройные интегралы (Эйлер, Лагранж и другие).. 
Так, решение задачи о притяжении материальной точки матери¬ 
альным телом даже в сравнительно элементарных случаях сво¬ 
дилось к вычислению тройных интегралов в цилиндрических и 
сферических координатах. Вводилось и с успехом применялось- 
понятие поверхностного интеграла. Все чаще приходилось исполь¬ 
зовать понятие несобственных интегралов и сталкиваться с рас¬ 
ходящимися несобственными интегралами. Наконец, возникала- 
необходимость рассматривать интегралы и от разрывных 
функций. * 

Разработка приемов вычисления двойных, тройных и других, 
видов интеграла показала, что вычислять эти интегралы так, как. 
вычисляли обычный определенный интеграл при помощи неопре¬ 
деленного, очень трудно или даже невозможно. Поэтому матема¬ 
тики были вынуждены сохранять концепцию Ньютона только на 
словах, а на деле, при решении задач точных наук, стали на путь 
Лейбница. Они вычисляли соответствующие интегральные суммы 
(в прямоугольных, цилиндрических и сферических координатах) 
и находили их пределы. 

Короче говоря, разработка способов вычисления новых видов- 
определенного интеграла показала, что обыкновенный, двойной 
и т. д. определенные интегралы должны быть обоснованы сами 
по себе, независимо от понятия неопределенного интеграла. На 
каждое слагаемое лю0ой интегральной суммы является бесконеч¬ 
но малой величиной. Тем самым ставился вопрос не только о ле¬ 
гализации ранее «изгоняемого» понятия бесконечно малого, но № 
о раскрытии его реального содержания и о соответствующем ега 
использовании. Как уже указывалось, чтобы все это сделать, на¬ 
до было преодолеть—обобщить, развить традиционное (эйлерово) 
толкование функции и понятия предела. 


1 См. А. П. Ю ш к е в и ч, О возникновении понятия об определенном 
интеграле Коши, § 2. «Труды Ии-та истории естествознания», т. I, 1947. 



Такого ,рода / трудности возникли и при использовании других 
понятий и методов анализа. 

Некоторые крупные французские математики сделали отсюда 
вывод, что возможности творческого использования методов ма¬ 
тематического анализа почти исчерпаны. Однако пессимизм этих 
•французских математиков не оправдался. Поставленные жизнью 
новые задачи точного естествознания не только поставили мате¬ 
матику перед большими трудностями, но и подсказали, как их 
устранить. 

Значительное расширение области качественно различ¬ 
ных приложений математического анализа побудило передовых 
математиков конца XVIII и первой четверти XIX в. с особой си¬ 
лой поставить вопрос о необходимости обоснования математиче¬ 
ского анализа как общей, науки, т. е. независимо от представ¬ 
лений, заимствованных из геометрии или механики, и т. п. Оказа¬ 
лось, что при этом учение о числе и алгебра должны быть 
обоснованы раньше. Поэтому перестройка анализа в указанном 
направлении получила наименование арифметизации ана¬ 
лиза. 

^ В первой половине'XIX в. существенные достижения в деле 
•арифметизации математического анализа связаны преимуще¬ 
ственно с именами Б. Больцано и А. Коши. 

Гениальный чешский ученый и логик Больцано разработал 
наиболее развернутое обоснование необходимости арифметизации 
математическаго анализа. Математический анализ обязан Боль¬ 
цано разработкой и доказательством нескольких фундаменталь¬ 
ных понятий и теорем 1 . / 

Идеи Коши получили развернутое оформление в его «Алге¬ 
браическом анализе» и в «Кратком изложении дифференциаль¬ 
ного и интегрального исчислений» 2 . 

Идеи Коши получили одобрение у многих передовых матема¬ 
тиков первой половины XIX в. В предисловии к «Алгебраическо¬ 
му анализу» Коши указывал, что при написании этой работы он 
воспользовался советами Пуассона, Ампера и Кориолиса. Буня- 
™вский отзывался об идеях Коши более чем положительно. 
-«Г. Коши,— писал Буняковский в предисловии к русскому изда¬ 
нию второй работы Коши, —в изложении правил дифференци¬ 
ального и интегрального исчисления уклоняется от способов пред¬ 
шествовавших ему писателей, и почти' всегда преимущество 
остается на его стороне». Идеи Коши нашли отражение и в учеб¬ 
ной литературе первой половины XIX в., в том числе и в русской 
(см., например, учебные руководства профессора Московского 


* См. Э. Кольман, Бернард Больцано, изд. АН СССР, М., 1955 
А. Коши, Алгебраический анализ, пер. с франц., 1864. Первое изда¬ 
ние опубликовано в 1821 г. ед 

Коши, Краткое изложение уроков о дифференциальном и интегральном 
исчислении, пер. с франц. В БуняковЬкого, СПБ, 1831. Первое французское 
издание опубликовано в 1821 г. иул-кое 
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•университета Зернова). Сделанное Коши в разработке способов 
обоснования математического анализа имеет исключительное 
методологическое значение и поэтому приобрело и боль¬ 
шой методический вес. 

В 1817 г. Больцано написал работу «Чисто аналитическое до¬ 
казательство теоремы, что между двумя значениями уравнения, 
дающими результаты с противоположными знаками, лежит по 
меньшей мере один действительный корень уравнения». 

В этой работе Больцано отказался от эйлерова толкования 
-функции и ее непрерывности, дал им современное истолкование . 
Работа посвящена также доказательству названной теоремы и. 
критике «геометрических» и «механических» ее доказательств. 
В этой же работе Больцано сформулировал и доказал теорему о 
верхней грани ограниченного сверху множества. Больцано ука¬ 
зал также, что многие математики, излишне доверяющие обыч¬ 
ным геометрическим и механическим представлениям подменяли 
теорему о верхней грани другим утверждением, ошибочным. Тем 
самым он дал пример, подтверждающий его общие соображения 
о необходимости арифметизации математического анализа. 

В предисловии Больцано указывает, что названную в оглав¬ 
лении работы теорему о поведении непрерывной функции пыта¬ 
лись доказать многие математики — Кестнер, Клеро, Лакруа, 
Лагранж и другие, но достаточного доказательства никто не дал. 
По мнению Больцано причина этого заключена в том, что мате¬ 
матики старались провести доказательство, опираясь на геомет¬ 
рические или механические представления. В первом случае до¬ 
казательство основывали на том, что «всякая непрерывная линия 
простой кривизны, чьи ординаты сначала положительны, а по¬ 
том отрицательны (или наоборот), неизбежно должна Р 
сечь ось абсцисс в какой-либо точке, лежащей между этими орди¬ 
натами». Во втором случае (к нему прибегали реже) опирались 


на понятия непрерывности, времени и движения. 

Разбирая первое доказательство, Больцано указывает, что 
верность и очевидность геометрической истины, положенной в 
основу доказательства, возражений встретить не могут. Но, под¬ 
черкивает Больцано, «...нетерпимым нарушением хорошего мето¬ 
да является то, что истины чистой (или общей) математики 
(т. е. арифметики, алгебры или анализа. — В. М.) желают вы¬ 
вести из соображений, которые принадлежат только приклад¬ 
ной (или частной) ее части, а именно геометрии» 1 2 . Основания 
этого утверждения Больцано усматривает в следующем: «если 
учтем, — говорит он, — что доказательства в науке вовсе не дол¬ 
жны быть лишь уверениями, а наоборот, обоснования¬ 
ми, т. е. изложениями того объективного осно¬ 
вания, которое имеет доказываемая истина, то 


1 Об этом мы будем говорить дальше подробнее. 

2 Цитирую по книге Э. К о л ь м а н, Бернард Больцано, изд. АН СССР, 
3955. Приложения I и II. 
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п^™5' ЯСНЫМ ’ что подлинно научным доказательством, или 
основанием истины, которая верна для всех ве- 
ни ’ безразлично, находятся ли они в пространстве или нет, 

нТо а Г„Г ЖеТ бЫТЬ ИСТИна > которая верна только для величин, 
об^? Я В пространстве - Пусть кто-либо подумает об 
объективном основании того, почему линия, при только что отме¬ 
ченных обстоятельствах (Больцано имеет в виду условие рас- 

теорвш — Л «•). пересекает ось а&" тогда 
он наверное вскоре заметит, что это основание состоит ни в чем 

Гн" кптпп 0 В Т0Й 0бЩеЙ ис * ине ’ что каждая непрерывная 
’ к ° торая становится положительной для одного * и 
отрицэтельной для другого значения *, должна стать нулем для 
какого-нибудь значения *, лежащего между ними... У 

есл'ІТы ГГ ~ В ' должна выводиться из второй, 
как они Л излагать в науке истины так 

объективно 8 ” 3 аны друг с другом, согласно их 
ооъективнои связи» 1 . 

КП і аа !Г ЧеНИе Больцано сделал замечание, имеющее не толь- 
ко методологическое, но и методическое значение: 

КИМ итп Не П п ЧИТаеМ нрнмёры и приложения чем-либо та¬ 
ким, что приносит ущерб совершенству научного изложения 
Лишь одного требуем мы, однако, строго- ,тобГнто?м не вы-' 
двигали примеры вместо доказательств и чтобы никогда не осно 

л™»ыхт С гГв°^Т Г0 зате ™ «а выражениях, 3 употреб¬ 
лениях несобственном смысле, и на побочных представ- 

лениях, которые они вызывают, так что заключение отпадает 
как только меняют эти выражения» 2 . включение отпадает, 

скпы ГГ важную роль > как У ю должна играть в математиче- 

указал что 3е он° я Ка3 е ННаЯ ИМ Т60рема 0 ве Р хней грани, Больцано 
у азал, что она нередко подменялась ложным утверждением- 

Если некоторое свойство М принадлежит 'всем знамени™ 
свойством дГ " еК0Т0р0е наибольшее значение *, обладающей 

Ошибочность последнего утверждения Больцано доказывает 
посредством следующего примера: 

Рассмотрим (черт. 13) равнобочную гиперболу с асимптота- 

оллинГтѵ Тл Г ~Л -РГ х<8 > гипербола имеет положительную 
рдинату. Когда х > з, ордината гиперболы отрицательна. Таким 
образом, условия расойатриваемого утверждения выполнены 
тпргп к вопре ™ его заключению, среди всех * < у нет наиболь¬ 
шего, которому бы соответствовала положительная ордината ги¬ 
перболы; значит, оно ложно. Зато можно утверждать — и это 
иллюстрирует истинность теоремы о верхней грани,—что есть 5 
гиперболы ДЛЯ ВСЯК0Г0 х< - 8 отвечает положительная ордината 

195б! Клож^ния Пи 3 ' КолЬман » Бе Р на РД Больцано, изд. АН СССР, 

2 Т а м же. 
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Благодаря чему многие математики XVIII и начала XIX в. 
считали рассмотренное Больцано ошибочное утверждение пра¬ 
вильным? В конечном счете потому, что они, как правило, рабо¬ 
тали только с аналитическими, а значит, и непрерывными функ¬ 
циями. Поэтому они не могли ясно осознать, что понятие Точной 
верхней грани функкции шире понятия о ее наибольшем значении. 



Сравнение «Введения в анализ» и «Дифференциального исчи¬ 
сления» Л. Эйлера с работами Больцано без труда позволяет за¬ 
метить, что результаты их по аналитическому обоснованию мате¬ 
матического анализа существенно различны. Эйлер строит анали¬ 
тически математический анализ, как учение о функциях в его 
смысле, причем доказывает теоремы в соответствии с методоло¬ 
гией XVIII в. Больцано трактует понятие функции, ее непрерыв¬ 
ность и точки разрыва в современном нам смысле, старается ана¬ 
литически доказать относящиеся к ним теоремы с указанием 
условий их действия. 

Чем было обусловлено это различие? 

Насколько известно, этот вопрос изучен недостаточно. Однако 
можно указать реальные основания, обусловившие возникновение 
идей Коши, сходных с идеями Больцано, и объяснить, что же со 
временем обеспечило их подходу к постановке и решению задач 
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обоснования математического анализа всеобщее признание ѵг 
дальнейшее развитие *. 

В 1807 г. Фурье (1768—1830) опубликовал исследование о 
распространении тепла в твердых телах 2 , а в 1822 г. расширили 
уточнил ранее полученные результаты и издал новое, ставшее 
классическим, исследование: «Аналитическая теория тепла» 3 . 

В- «Аналитической теории тепла» Фурье ставил и'разрабаты¬ 
вал физическую задачу о распространении тепла в общем 
виде, как задачу самостоятельной математической тео¬ 
рии, требующей своих принципов и методов исследования. В по¬ 
следовавшем за Фурье расширении предмета математического 
анализа и уточнении его оснований этот факт имел первостепен¬ 
ное значение. ' у 

Усилия Фурье были направлены на вывод уравнения тепло¬ 
проводности: _ 

— = г ( д ^1 д *° I д а 'Л 

ді (д.с 2 ду г дг*]' 

и его интегрирование при различных граничных условиях. Это- 
уравнение позволяло определять температуру тела по заданным 
начальным условиям *. ^ А 

Для интегрирования уравнения теплопроводности Фурье при¬ 
менил тригонометрические ряды, т. е. ряды вида: 


у + ^ ( а п С 05 пх + Ь п зіп пх). 


Фурье установил, что если тригонометрический ряд сходится 
на промежутке ( —я, +*) к функции /(*), то коэффициенты а п 
и Ьп определяются по формулам: 


°п =— \ [(х)ъо&пх(1х, п = 0,1,2,...; 


Ьп 


1 

— і’/^зіп пхйх, 1,2,... 


ВД ей7о^/ГГльцГио ТО одии°и В тот Р ассмат Р“ь,х 

’ См ВиИеЗіп (Зев всіепсез р. !а 5ос. рЫІотаЗіпие, ѵ. I. 

По .:Д иГ ^ еГ .' ТЬеогіе апаІуЗірие (Зе Іа сЫеиг, Рагіз, 1822. См. также 

Оеиѵгез (Зе Роипег, 3. I, Рап'з, 1888. 

_ * Зде . сь ѵ = ѵ ( х - У, г, — температура точки ( х , о, г) тела в момент 

э**ипиеитя Г тРп П0 ^ Г0ЯИИаЯ ' величина кот орой зависит от плотности тела и ко- 
эффициеита теплопроводности. 

, п .^ итегр л ир0ваиие ЭТ0Г0 УР авиеиия при заданных начальных условиях 
“ я3 „ а “ с большими трудностями. Фурье и Пуассон исследовали случаи охлаж- 

Рабптм лТп Д и°„ Г °л Шара ' цилинд Р а - куба и прямоугольного параллелепипеда. 
Наботы Фурье были значительно обобщены Остроградским, а затем Ляме » 
Дюгамелем. С именем Остроградского связано также решение задачи о рас 
пространеиии тепла в жидкости. ѵ 
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Это обстоятельство позволило Фурье использовать тригоно¬ 
метрические ряды для интегрирования уравнения теплопроводно- 

СТИ римаГ™итал Н этот Ф Дет решающей причиной того, что вскоре 
после публикации исследований Фурье тригонометрические 
получили почти всеобщее признание и нашли широкое приме- 

НеН В этом вопросе Риман не был прав. В XVIII в. Клеро, а затеь* 
и Л Эйлер открыли выражение коэффициентов тригонометриче¬ 
ского ряда^ в°зависимости «г функции, к которой он сходится 



попросту говоря, они знали те коэффициенты, которые позднее 
были вновь найдены Фурье. Но во времена Эйлера тригономе¬ 
трические ряды широкого, признания не получили. Это дает осно¬ 
вание думать, что хотя открытие Фурье было важным вкладом 
в теорию тригонометрических рядов, без которого они не могли 
бы играть в математике и точных науках серьезную Р оль - Ре¬ 
ющее значение в их признании сыграли требования практики 
^теория теплопроводноэти и т. п.) и, добавим, возросший об- 

ЩИ Ѵу Р р:ГТстГнГил таК ч И то тригонометрическими рядами можно 
представлять не только правильные (в смысле Эйлера) функции 
нГ и функции, кажущиеся при сравнении с ранее известными 
очень производными. Оказалось также, что один и тот же триго¬ 
нометрический ряд способен характеризовать функцию, к ^ р 
рассматривалась раньше как собрание нескольких функции, по¬ 
скольку графически она изображается не одной сплошной ли 
иней, а дугами различных кривых. Например, изучая функции 
допускающие разложение в ряд из синусов кратных дуг, т. е. в ряд 

йхзіпх + а,зіп 2 х + ... + й„зіплх + ..., 

1 Б Риман, Сочинения, ОГИЗ. 1948, стр 229—230. _ ппилен- 

8 Эйлер вывел формулы Фурье в 177' г путем обычн Д 
яого интегрирования членов тригонометрического ряда. 
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■Фурье указал, что такими функциями будут те, графики котопыѵ 

аТ Т 0 '"™"' 0 ниа і а коо РДинат и ^которые К< имеют 
периодом 2т. Это утверждение Фурье иллюстрировал воспроиз- 

Н3 чертеже ( че Р т - 14 ) графиком такого рода функции 
Фурье рассматривал также функции, равные сопз^ 0 для каж- 
дого д: из промежутка (а, Ь) и равные нулю для остальных?. 

І аК0Г ° Р ° Да ФУ НКЦИИ Д° Фурье если и встречались в анализе 
-то только в качестве единичных исключений. После Фурье иссле- 
дователи обращают на эти функции серьезное внимание, что^о- 
могает им решать задачи механики, физики и других наук Таким 
образом, можно сказать, что благодаря Фурье^объектом матема 
тического анализа становятся и функции, имеющие точки раз- 
Р Гп ПерВ0Г ° РЯД3 ’ вместе с ними и разрывные функции вообще 

ІІнно Р е з В нІчение Те оГ ИЧеСК0ГО анализа Ф акт этот имел первосте- 
пенное значение. Об этом- значении применительно к проблеме 

теплопроводности А. Пуанкаре писал: «Если бы не была есте- 
. ственным образом поставлена эта проблема, никогда бы не ре¬ 
шились -от^ть должное прерывности и долго бы еще смотрели на 
непрерывные функции, как на единственно истинные функции» 2 
т,™ ^ азвитие вдей ф УРье, в частности разработка теории триго- 
пяггпип ИЧеСКИХ рядов ’ оказало революционизирующее влияние на 
расширение, содержания, трактовку основных понятий и поинци 
пов математического анализа. “онитии и принци- 

лили 3 и^ Ы п ? УРЬе показали > а дальнейшие исследования подтвер¬ 
дили, что для математического анализа настало время исследо- 
вать не только аналитические функции, но и такие, задание^ото- 
я некото Р° м промежутке не определяет их поведения ѣ це¬ 
лом, так как за пределы этого промежутка их можно продолжать 
совершенно произвольно 3 . Особенно четко ' иллюстрировали этот 
факт функции, имеющие разрывы первого рода. Осознание этого 
Й= НТаЛЬН0Г0 факт / побудило Больцано, Лобачевского и 
Дирихле значительно обобщать эйлерово толкование функции 
ввести в обиход математического анализа то ее истолкование’ 
которое теперь не совсем справедливо называют определений 
функции по Дирихле 4 . В 1817 г. Больцано определял*^ фунщию 
ак зависимость, заданную любым, известным или неизвестным 
законом, лишь бы каждому значению одной из переменных соот- 


^ См. Роигіег, Оеиѵгез, I. 1, р. 226—227. 

зол* П У а и к аре, Ценность наукн, ч. II, гл. V М 1900 

с,„ф“," 0 гЛ„ Б „Л,\“а„ С е°ГГТѴ?І4 49 - ^ Л™» 
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вртствовало определенное значение другой переменной. 
К 1831 г Больцано специально подчеркивал: «дозволено мыслить 
сГякпн зависимости одного числа от другого каким мы хотим». 

Коши формально придерживался в названных двух его рабо- 
тях старого истолкования понятия функции. Но даже беглое зна¬ 
комство с этими его работами показывает, что Коши работал, 
опираясь на понимание функции как соответствия устанавливае¬ 
мого по любому нам известному или неизвестному закону. На¬ 
пример, в теории интегрирования Коши рассматривает функции, 
которые могут быть представлены графиками вида 1 (черт. 15). 



Черт. 15 


Изучение функций нового типа (произвольных в смысле Эйле¬ 
ра) показало, что формула, представляющая функцию, и функ¬ 
ция, ею представляемая, это не одно и то же. Формула является 
орудием одного из способов (аналитического) представления 
функции. Например, функция Дя) = іх| может быть задана на 
промежутке (— тс, + 71 ) двумя формулами: у = х, у = х; вме¬ 
сте с тем она может быть задана и одним аналитическим выра¬ 
жением, а именно — сходящимся к ней тригонометрическим ря¬ 
дом. В пользу этого заключения говорили и иные соображения. 
«Новейшие исследования показали, — писал Риман, — что суще¬ 
ствуют такие аналитические выражения (тригонометрические ря¬ 
ды.— В. М.), с помощью которых можно в заданном проме¬ 
жутке представить любую непрерывную функцию. Таким обра¬ 
зом, не является существенным, будет ли зависимость величины 
да от величины г. (да = Дг).— В. М.) задана произвольно или 
с помощью математической формулы» 2 . 

По-новому был поставлен вопрос о непрерывности и точках 
разрыва функции. Эйлерово толкование непрерывности было ос¬ 
тавлено, как не отвечающее общему понятию функции. Больца¬ 
но, Коши, Лобачевский, а вслед за ними и другие математики 
выдвигают на первое место определение непрерывности функции 
«на языке е и Ь. Выясняется и истинный смысл разрыва функ¬ 
ции и несколько позже устанавливается точное различие между 
разрывами первого и второго родов. 

Наконец, в связи со всем этим выяснилось, что не всякая не¬ 
прерывная функция является вместе с тем и дифференцируемой. 

1 Коши, Краткое изложение уроков о дифференциальном и интеграль¬ 
ном исчислении, СПБ, 1831, стр. 142—143. 

2 Б. Риман, Сочинения, М.—Л., 1948, стр. 49. 
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Первый пример непрерывной функции, не имеющей производно® 
в каждой точке, дал Больцано; однако его пример, в свое врем» 
остался математикам неизвестным. Во второй половине XIX в. 
пример такого рода функции построил Вейерштрасс. Точное раз¬ 
граничение непрерывности и дифференцируемости указано и в 
«Алгебре» Лобачевского *. 

Таким образом, можно сказать, что в первой четверто 
XIX в. классический математический анализ ста- 
новитсянаукойовсехвозможныхвидахфункаив 
действительного переменного в их общем 
виде. Коренному изменению подвергся не только объект ма¬ 
тематического анализа; произошли коренные изменения и в м е- 
т о д е изучения функций. 

Как уже указывалось, развитие понятия интеграла и разра¬ 
ботка техники его вычислений показали, что определенный интег¬ 
рал — двойной, тройной, интегралы по поверхности, несобствен¬ 
ные интегралы — необходимо обосновывать самостоятельно, не¬ 
зависимо от понятия неопределенного интеграла. В связи с этим, 
возник вопрос о существовании пределов интегральных сумм,, 
слагаемые кбторых были бесконечно малыми. В первой четверти 
XIX в. понятие бесконечно малой оказалось необходимым и для 
изучения и сопоставления свойств непрерывных и разрывных 
функций. «Между многими понятиями,— указывал Коши,— т е- 
сно связанными с свойствами бесконечно ма¬ 
лых, следует поместить понятия о непрерывности и прерывности 
функции». Тут же Коши дает истолкование непрерывности фун¬ 
кции, которое более чем ясно подтверждает правильность этога 
его утверждения: функция {(х) является непрерывной относите¬ 
льно х, когда «...бесконечно малое приращение переменной произ¬ 
водит бесконечно малое приращение самой функции» 2 . 

Новая постановка задач обоснования математического ана¬ 
лиза ясно показывала, что дело состоит не только в признании* 
и применении бесконечно малых — это делали и раньше! — а в 
научном истолковании их содержания и осно¬ 
ванном на этом соответствующем их исполь¬ 
зовании в алгоритмах математического ана¬ 
лиза. Однако, чтобы это сделать, надо было преодолеть господ¬ 
ствовавшее в XVIII в. узкое толкование понятия предела, раз¬ 
работать общую теорию пределов. Получение основополагаю¬ 
щих здесь результатов связано с именем Коши. 

Изучение разрывных функций и сопоставление их с функция¬ 
ми непрерывными заставило признать то, что ранее считалось 
невозможным: что предел, к которому стремится последователь¬ 
ность значений функции, при стремлении .аргумента к некоторой 


і н. И Лобачевский, Алгебра, или исчисление конечных, Казань, 
1834 См. Н. И. Лобачевский, Сочинения, т. IV. 

* А Коши, Алгебраический анализ, пер. с франц. 1864, стр. 32 и след. 
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точке может оказаться отличным от значения функции в этой 
точке '. Значит, предел не всегда является «последним» значе¬ 
нием переменной; но во всёх случаях предел есть число, к кото¬ 
рому переменная приближается неограниченно. Следовательно, 
сіх и сіу —не необходимо нули или мистические актуально бес¬ 
конечно малые; бесконечно малая — это переменная, имеющая 
пределом нуль, причем факт этот с противоречиями и парадокса¬ 
ми не связан. 

Коши преодолел и вторую ограничительную тенденцию в при¬ 
нятой до него трактовке понятия предела. Он признал, что пере¬ 
менная может приближаться к своему пределу не только моно¬ 
тонно, но и колеблясь, порой принимая значения, равные ее пре¬ 
делу. Как справедливо отметил Н. Н. Лузин, это обстоятельство 
придало теории пределов Коши максимальную общность и ис¬ 
ключительную гибкость. 

Что позволило Коши сделать этот исключительно важный 
шаг? Ответ, конечно, надо искать прежде всего в своеобразии 
тех предельных процессов, с какими приходилось встречаться в 
конце XVIII и начале XIX в. в точных науках, особенно в 
математической физике 2 . В математическом анализе к 
числу таких процессов надо в первую очередь отнести отыскание 
пределов различного вида интегральных сумм и нахождение 
сумм функциональных рядов, особенно тригонометрических. 

Как бы то ни было, но выполненное Коши обобщение теории 
пределов Ньютона—Даламбера позволило ему дать понятию бес¬ 
конечно малого реальное истолкование и подвести под алгоритм 
Лейбница—Ньютона достаточный научный фундамент. Благода¬ 
ря этому Коши смог подвести научный фундамент под учение о 
непрерывности и разрывах функций, обосновать дифференциаль¬ 
ное исчисление и, что особенно важно, развить начала научной 
концепции определенного интеграла. 

В процессе таких исследований Коши, а вслед за ним и дру¬ 
гие передовые математики первой половины XIX в. по-новому 
подощли к истолкованию строгости математического анализа. 

Утверждения, относящиеся к непрерывным функциям, не об¬ 
ладают неограниченной областью действия. Игнорирование этого 
факта ведет к серьезным ошибкам, мешающим развитию ана¬ 
лиза. Поэтому все утверждения математического 
анализа, даже «совершенно очевидные», необхо¬ 
димо доказывать аналитически, в общем виде, 
с точным описанием условий их действия. Борь¬ 
бу за такое обоснование математического анализа вел Больцано. 
Вели ее Коши, Лобачевский и другие. «Если мы возвратимся к 
функциям, взятым во всей их общности,— писал Э. Пикар,— то 


1 См. по этому вопросу Э. П и к а р, О развитии за последние сто лет 
некоторых основных теорий математического анализа, Харьков, 1912. 

а Насколько известно, вопрос этот никем достаточно полно не исследован'. 



быстро замечается необходимость установить с чрезвычайной 
старательностью некоторые теоремы, более или менее очевидные 
для обычно встречающихся функций. Это признал уже Коши в 
своем Апаіузе аІдёЬгіцпе» 

Больцано и Коши превосходно учитывали, что такого же рода 
требования надо предъявлять и к любому алгоритму математи¬ 
ческого анализа. 

Развитие теории функций комплексного переменного побуди¬ 
ло Коши присоединить к этим заключениям требование называть 
в условиях переменные, о которых идет речь, так как иначе мож¬ 
но прийти к ошибочным заключениям 2 . 

«Во введении, предшествующем моему Апаіузе аІдёЬгщие, я 
указал,— писал Коши,— насколько важно было придать методу 
анализа всю строгость, требуемую в геометрии, с тем, чтобы ни¬ 
когда не прибегать к доводам, извлеченным из общности алгеб¬ 
ры. Я прибавил, что доводы такого рода клонились к тому, что¬ 
бы приписывать алгебраическим формулам неопределенную об¬ 
ласть действия, между тем как в действительности большинство 
из них имеет силу лишь при известных условиях и для некоторых 
значений входящих величин. Я заметил, что установление таких 
условий и значений, влекущее за собой счастливую необходи¬ 
мость точного фиксирования смысла различных обозначений и 
введения ограничений, полезных для слишком общих утвержде¬ 
ний, обращалось на пользу анализа» 3 . 

' В связи со всеми такими фактами особое значение приобрели 
так называемые теоремы существования. 

Как указывалось, математики XVIII в. не имели достаточных 
оснований сомневаться в' существовании пределов, которые они 
вычисляли. Отсюда их «пренебрежение» к основным теоремам 
математического анализа — теоремам существования. Совершен¬ 
но иным оказалось положение вещей в первой половине XIX в. 
Необходимость обоснования математического анализа во всей 
общности и особенно задача изучения функций во всех их воз¬ 
можных проявлениях и взаимосвязях (функции непрерывные и 
разрывные и их основные свойства; существование производных 
функций; существование интегралов от непрерывных и разрыв¬ 
ных функций; сходимость и расходимость несобственных инте¬ 
гралов) выдвинули теоремы существования на первое место. 


См. Э. Пикар, О развитии за последние сто лет некоторых основ¬ 
ных теории математического анализа, Харьков, 1912, стр. 18. К 

8 Например, Коши указывал («Алгебраический анализ», гл. VIII), что 
если а —целое число, то функция х а обладает одними и теми же свойствами 
как при вещественных, так и при комплексных значениях х. Например если 
а, Ь с -целые числа, то всегда х°-■ х ь ■ х с = х а + ь + с . В противном случае 
эта формула сохраняет силу для комплексного х лишь тогда, когда веществен¬ 
ная часть X больше нуля. Д всщесіиен 

и ° статье: А. П. Юшкевич, Об определенном интеграле 
Коши. «Труды Ин-та истории естествознания АН СССР», т 1 1947 сто 401 
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«Я счел за нужное,— указывал Коши,— доказать в интеграль¬ 
ном исчислении существование интегралов или первообраз¬ 
ных функций, прежде нежели исследовать их различные свой¬ 
ства. Для сего надлежало дать понятие об интегралах, взятых 
между данными пределами, или об определенных интегралах. Но 
так как. последние могут иметь в некоторых случаях величины 
бесконечные или неопределенные, то необходимо было разыскать 
условия, при которых сии самые интегралы имеют одну величину, 
конечную и совершенно определенную» *, т. е. возник вопрос о 
критериях существования (сходимости) несобственных интегра¬ 
лов. 

Теоремы существования (критерии существования предела 
переменной) оказались существенно необходимыми и для обоб¬ 
щенной теории пределов. 

Если переменная изменяется непрерывно и монотонно, то при¬ 
нимаемое ею множество значений есть интервал, а предел — его 
правая или левая точка. Как говорил Н. Н. Лузин, в этом случае 
предел является «оптическим»: он виден глазом. Если же снять 
эти ограничения, допустить прерывное и, главное, колеблющееся 
приближение переменной к ее пределу, то, вообще говоря, пре¬ 
дел теряется: он «глубоко спрятан среди значений, принимаемых 
переменной» 1 2 . В связи с этим возникает вопрос: при выполнении 
каких условий переменная имеет предел? Известно, что и этот 
вопрос полностью решил Коши. 

Когда стали разрабатывать новую теорию пределов, ранее 
аморфное понятие ряда, редко расчленяемое на ряды сходящие¬ 
ся и расходящиеся, получило по этим признакам основное под¬ 
разделение. Благодаря этому удалось установить точное понятие 
суммы ряда и направить по правильному пути разработку теории 
числовых и степенных рядов. В дальнейшем, в связи с разработ¬ 
кой проблем теории тригонометрических рядов, было установ¬ 
лено, что сходящиеся числовые ряды распадаются на два вида — 
абсолютно и условно сходящиеся ряды (Дирихле, Риман). По 
основным свойствам абсолютно сходящиеся ряды сходны с ко¬ 
нечными суммами; условно сходящиеся ряды существенно отли¬ 
чаются от них. Следовательно, алгоритмы, основанные на свой¬ 
ствах конечных сумм (переместительность и т. п.), можно отно¬ 
сить только к абсолютно сходящимся рядам. К первой четверти 

XIX в. относится открытие Коши функции у = ё~ х ' ,для которой 
можно составить ряд Маклорена, сходящийся при всяком х, но 
который сходится всюду к нулю, а не к этой функции. Тем са¬ 
мым была доказана ошибочность исходного положения Лагран¬ 
жа, сделанного им при попытке обосновать дифференциальное 


1 Коши, Краткое изложение уроков о дифференциальном и интеграль¬ 
ном исчислении, пер. с франц. В. В. Буняковского, СПБ, 1831, предисловие. 

2 Н. Н. Лузин, Ньютонова теория пределов. Сб. статей «Исаак Нью¬ 
тон (1643—1727)», изд. АН СССР, 1943, стр. 65 и след 
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исчисление на базе теории степенных рядовОсобую роль сы¬ 
грали исследования по тригонометрическим рядам (Дирихле, 
Риман, Лобачевский и др.)\ Благодаря им начала создаваться 
общая теория функциональных рядов, включившая в себя тео¬ 
рию степенных рядов как частный случай. 

Такого рода факты заставили математиков отказаться от не¬ 
обоснованного, чисто формального перенесения основных поня¬ 
тий и свойств конечных сумм на все бесконечные ряды и помог¬ 
ли им разработать научные принципы теории рядов, базирующие¬ 
ся на теории пределов. 

Эти же факты помогли математикам первой половины XIX в. 
понять, почему математики XVIII в. не смогли сделать в теории 
рядов то, что удалось сделать им самим. Так, сопоставив свой¬ 
ства абсолютно и условно сходящихся рядов, Риман заметил: 
«Только к рядам первого класса применимы законы конечных 
сумм; только эти ряды могут быть в подлинном смысле рассма¬ 
триваемы как сумма всех своих членов, о рядах же второго 
класса того же сказать нельзя,— обстоятельство, упущенное из 
виду математиками прошлого столетия, вероятно, по той при¬ 
чине, что ряды, расположенные по возрастающим степеням пе¬ 
ременной, вообще говоря (т. е. для всех значений переменной, 
кроме некоторых отдельных), принадлежат к первому классу 8 . 

Коши, Больцано, Лобачевский, Дирихле, Риман и другие пе¬ 
редовые математики первой половины XIX в. построили здание 
математического анализа и теорию рядов на прочном фундамен¬ 
те. Факт этот дает некоторым математикам основание утверж¬ 
дать, будто в первой половине XIX в. математический анализ 
получил окончательное и совершенно безупреч¬ 
ное логическое обоснование. Это, однако, не так. 

При изложении теории пределов, как базы математического 
анализа, Коши опирался на понятие действительного числа. Вме¬ 
сте с тем он трактовал иррациональное число как предел после¬ 
довательности рациональных чисел. Этот порочный круг не 
остался незамеченным. Однако в первой половине XIX в. развить 
научное обоснование арифметики действительных чисел не уда¬ 
лось 1 2 3 . 

Бесконечность в понимании Коши -— это потенциальная 
бесконечность, т. е. переменная, растущая сверх всяких границ 
«ли неограниченно приближающаяся к нулю. Однако уже Боль¬ 
цано заметил, что для доказательства некоторых теорем математи¬ 
ческого анализа (например, для доказательства теоремы о суще- 

1 Как указывалось выше, Лагранж предполагал, что всякая функция 
допускает, вообще говоря, разложение в степенной ряд. 

2 Б. Риман, Сочинения, Гостехиздат, 1948, стр. 232—233. 

3 Дело обычно сводилось или к трактовке иррациональных чисел, как 
пределов последовательностей рациональных чисел, или к воспроизведению в 
арифметической форме общей теории пропорций Евдокса—Евклида. См., на- 
ппимер, В а г 1 е 1 з I. М. С., Ѵогіезип^еп ОЬег МаіЬетаіізсЬе Апаіузіз, іЗограі, 
1837, 5. 1—5. 



ствовании верхней грани у всякого ограниченного сверху множе¬ 
ства) концепция Коши является недостаточной. Для доказатель¬ 
ства таких теорем потребовалось понятие о бесконечном 
множестве, данном всеми своими элементами, т. е. поня¬ 
тие актуальной бесконечности. Еще с большей оче¬ 
видностью этот факт подтверждали исследования по тригономе¬ 
трическим рядам (Дирихле, Лобачевский, Риман). 

В конце первой половины XIX в. выходят в свет «Парадоксы 
бесконечного» Больцано, кладущие начало систематическому и 
плодотворному изучению свойств бесконечных множеств . 

Во второй половине XIX в. выяснилось, что для обоснования 
арифметики действительных чисел, для доказательства фунда¬ 
ментальных теорем математического анализа и теории тригоно¬ 
метрических рядов понятие бесконечного множества существенно 
необходимо 1 2 . Процесс внутреннего развития математического 
анализа в ы в е л его за рамки методологии Коши, подвел к теоре¬ 


тико-множественной концепции, которая и начала складываться 
в работах Георга Кантора в 70-х годах прошлого столетия. 

Таким образом, построение математического анализа, разра¬ 
ботанное Коши и его последователями, ознаменовало новый и 
более высокий, но не последний этап его обоснования. 


Описанный выше процесс изменения содержания и коренного 
преобразования методологии математического анализа и теории 
рядов в общих чертах был присущ большинству математических 
дисциплин первой половины XIX в. В связи с этим в первой по¬ 
ловине XIX в. создается, а во второй получает всеобщее призна¬ 
ние новый идеал строгого обоснования математической теории, 
основные моменты которого сводятся к двум требованиям: 1) не 
считать невозможным то, что кажется парадоксальным, 2) изу¬ 
чать все возможности, какие представляет предмет исследования, 
и, соответственно этому, развивать общие теории. 

Учитывая указанное обстоятельство, мы остановимся на исто¬ 
рии разработки способов обоснования других математических 
теорий более чем - кратко. 

Во второй четверти XIX в. обычные комплексные числа наш¬ 
ли широкое применение в теории функций и даже в теории чисел. 


1 Б. Больцано, Парадоксы бесконечного, пер. с нем., Одесса, 1911, 
особенно § 20—24. Написана автором в 1847—1848 гг. 

2 Недавно проф. Карелрихлик опубликовал в Чехословакии малень- 
ную заметку, посвященную описанию содержания дневника Больцано, обнару¬ 
женного в одном из архивов. Оказывается, что в период_от 1830 по 1835 г. 
Больцано разработал схему обоснования арифметики действительных чисел, 
сходную с соответствующей теорией Г. Кантора. Больцано учитывал, что с 
точки зрения потребностей математического анализа в учении о действитель¬ 
ных числах центральное место должны занимать теоремы о непрерывности 
множества действительных чисел и о существовании верхней грани. При раз¬ 
работке этой схемы Больцано использовал понятие бесконечного множества, 
которое Коши отверг по идеологическим соображениям Заметка проф. Карел- 
рихлика написана предельно сжато, поэтому для суждения об идеях Боль¬ 
цано в части учения о числе надо подождать публикации его дневника. 
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В это же время разработка проблем я-мерной геометрии и мето¬ 
дов математической физики потребовала дальнейшего обобще¬ 
ния понятия числа, перехода к комплексным числам с «-основ¬ 
ными единицами. Комплексные и гиперкомплексные числа стали 
представителями исследуемых реальных величин — векторов в 
пространстве /? п ; ответ на задачу, выраженный комплексным 
или гиперкомплексным числом, имел в этой области объектив¬ 
ный смысл. Объявлять комплексные (и гиперкомплексные) чис¬ 
ла «ложными», «воображаемыми» — «мнимыми», как это делали 
математики XVII—XVIII вв., стало невозможным. 

Арифметика комплексных и гиперкомплексных чисел показа¬ 
ла далее, что переход к новой, более широкой области чисел 
связан, во-первых, с необходимостью обобщать определения дей¬ 
ствий исходной области чисел и, во-вторых, сопровождается по¬ 
терей некоторых свойств, присущих числам исходной области чи¬ 
сел. При переходе к комплексным числам от действительных 
пришлось отказаться от связывания их знаками >, <. В ариф-- 
метике кватернионов оказалось необходимым дополнительно 
отказаться и от закона переместительности умножения. Зако¬ 
ны счета исторически самые стойкие, а потому в понима¬ 
нии математиков XVII—XVIII вв. составляющие основу «неиз¬ 
менной сущности» понятия числа оказались законами 
с ограниченной областью действия. 

Метафизическое разделение чисел на «реальные» и «вообра¬ 
жаемые», требование строить учение о числах на обычных опре¬ 
делениях арифметических действий, чисто формальное подведе¬ 
ние новых чисел под все законы чисел известных, оказались 
окончательно дискредитированными. 


Эти факты (с учетом общих тенденций развития способов* 
обоснования математики) показали, что для обоснования ариф¬ 
метики какого угодно вида чисел, объективность коих 
ужедоказана, достаточно перечислить ее основные по¬ 
нятия, определения и посылки, выяснить, какие законы 
счета выполняются в обосновываемой области 
чисел, а все остальное сделать результатом дедукций. На этом 
пути удалось обосновать арифметики целых, рациональных, ком¬ 
плексных и гиперкомплексных чисел. Арифметика натуральных 
и арифметика действительных чисел получили достаточное обос¬ 
нование во второй половине XIX в.; для этого потребовалось 
общее учение о множествах. 

В геометрии были сделаны открытия, имеющие для разработ¬ 
ки ее оснований фундаментальное значение. 

Лобачевский и Бойяи открыли неевклидову геометрию. Пон- 
селе разработал проективную геометрию, Грассман — геометрию* 
я-мерных пространств. Принципы этих геометрических теорий 
существенно отличаются от посылок «Начал» Евклида. Напри¬ 
мер, в геометрии Лобачевского ,место аксиомы параллельности 
Евклида занимает обобщенная аксиома параллельности, согласна 



которой угол параллельности может быть не только равен, но и 
меньше 90°. , 

Эти новые геометрические теории показывали, что метафизи¬ 
ческое истолкование геометрии Евклида как единственно возмож¬ 
ного учения о реальном пространстве лишено оснований, что толь¬ 
ко все геометрические теории могут дать и действительно дают 
все. более точное и всеобъемлющее описание свойств простран¬ 
ства в целом. Эти же факты выявили .и несовершенство принци¬ 
пов «Начал» Евклида. 

Однако в первой половине XIX в. неевклидова геометрия при¬ 
знания не получила. Проективная геометрия была разработана 
Понееле как надстройка над геометрией Евклида; ее более общее 
содержание и специфика ее принципов были осознаны во второй 
половине XIX в., Грассман развил свое учение на рубеже середи¬ 
ны XIX в. Благодаря этому указанные выводы получили широкое 
признание позже. 

Еще один результат, имеющий фундаментальное значение для 
разработки более совершенных способов обоснования математи¬ 
ки, был установлен в первой половине XIX в. 

Математики XVII—XVIII вв. пытались доказать, что всякое' 
уравнение пятой степени разрешимо в радикалах. В 1827 г. 
Абель доказал, что это невозможно. Поскольку все же существу¬ 
ют уравнения пятой, шестой и других степеней, разрешимые п 
радикалах, естественно возникал вопрос: как охарактеризовать 
класс уравнений данной степени, которые допускают решение в 
радикалах? Вопрос этот был отчетливо поставлен и решен- 
Э. Галуа. Для этого Э. Галуа построил особый математический 
аппарат, в котором главная роль отводится понятию группы Г 
Выяснилось, что под понятие группы подходят 
различные области объектов, благодаря чему оно- 
находит плодотворное применение в различных математических - 
дисциплинах. Оказалось также, что понятие группы обнаружи¬ 
вает свою действенность наилучшим образом, когда его тео¬ 
рия обосновывается абстрактно, независимо от описания приро¬ 
ды объектов, отношения которых ею описываются. 

Понееле установил, что положения проективной геометрии,, 
как и утверждения теории групп, допускают различные _истолко- 
вания; значит, их содержание не зависит от частных свойств рас¬ 
сматриваемых объектов, а только от общей структуры их взаим¬ 
ных отношений. 

Многовековое убеждение математиков в наличии неразрыв¬ 
ной связи между содержательными (по сути — описатель¬ 
ными) определениями математических понятий и доказатель- 


1 См. Э. Галуа, Сочинения, М. — Л., 1936, и предисловие к ним, на- , 
писанное Н. Г. Чеботаревым. См. также П. С. Александров, Русская 
математика XIX и XX в.' и ее влияние на мировую науку. «Ученые записки» 
Московского гос. ун-та имени М. В. Ломоносова», вып. 9І, М., 1947. 
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-ствами относящихся к ним теорем более всего опиралось на гео¬ 
метрию Евклида. В «Началах» теоремы являются описаниями 
свойств только тех фигур, какие описаны Евклидом в его опре¬ 
делениях. Геометрия Лобачевского особо отчетливо показала, 
что это убеждение математиков не имеет под собой реальных 
оснований. Прямые Евклида и прямые Лобачевского качественно 
различны; следовательно, различны и треугольники, которые мож¬ 
но из них построить. Рассуждая по-старому, было естественно 
предполагать, что и все относящиеся к ним теоремы будут иметь 
различное содержание. Однако в обеих геометриях внешний угол 
треугольника больше каждого внутреннего, с ним не смежного 
угла, против большей стороны лежит и больший угол и т. п. Как 
объяснить этот «парадоксальный» факт? Придерживаясь тради¬ 
ционных взглядов, объяснить его было невозможно. 


Причину этого факта надо было искать не в особенностях 
и различиях треугольников Евклида и Лобачевского, а в том их 
общем, что описано в одинаковых аксиомах обеих геометрий. 

Таким образом, геометрия Лобачевского, проективная геомет¬ 
рия и теория групп показали, что основные понятия и 
положения каждой математической теории, 
а значит, и следствия, допускают многие реаль¬ 
ные истолкования, или, как теперь принято говорить до- 
лускают различные интерпретации. Но в первой 
половине XIX в. факт этот был осознан частично и с некоторым 
успехом использован в проективной геометрии, в теории групп и 
учения о числе (например, при обосновании арифметики ком¬ 
плексных чисел при помощи пар действительных чисел). Полное 
■его признание, как характерного для нового • этапа развития ма¬ 
тематики в целом, и соответствующее его использование относит¬ 
ся, примерно, к последней четверти XIX в. Немалую роль при 
этом сыграла теория множеств, истоки которой, как мы видели 
тоже относятся к первой половине XIX в. 1 . - 

Под влиянием всех таких фактов в первой половине XIX в. 
предпринимаются попытки расширить традиционное определение 
предмета математики как науки только о величинах и их изме¬ 
рении. Для Пуансо математика — это наука о свойствах, числах, 
величинах и порядке 2 . Больцано и Грассман считали, что тради¬ 
ционная трактовка предмета математики не охватывает ее содер¬ 
жание в целом; например, оно не приложимо к учению о сочета¬ 
ниях. Для Грассмана математика — учение о формах, однако гео¬ 
метрия к математике не принадлежит 3 . 


См. БСЭ, I изд., т. 38, статья А. Н. Колмогорова «Математика», 

2 См. «Сборник научно-популярных статей по основаниям арифметики» 
■под ред. Н. П. Парфентьева, Казань, 1906, стр. 179—200. 

3 См. сборник «Новые идеи в математике», СПБ, 1913, № 1 В этом сбор¬ 

нике опубликован перевод введения к бсновной работе Грассмана в ко¬ 
тором излагаются его взгляды на предмет математики. ’ 

і154 



§ 4. Заключение 

История показывает, что сущность процесса борьбы за улуч¬ 
шение способоб обоснования математики раскрывается глубокой 
ленинской характеристикой процесса познания: 

«Познание, — писал В. И. Ленин, — есть отражение челове¬ 
ком природы. Но это не простое, не непосредственное, не цельное 
отражение, а процесс ряда абстракций, формирования, образо¬ 
вания поцятий, законов еіс., каковые понятия, законы еіс. (мыш¬ 
ление, наука = «логическая идея») и охватывают условно,^при¬ 
близительно универсальную закономерность вечно движущейся и 
развивающейся природы... Человек не может охватить = отра¬ 
зить = отобразить природы всей, полностью, ее «непосредствен¬ 
ной цельности», он может лишь вечно приближаться к этому, 
создавая абстракции, понятия, законы, научную картину мира и 
т. д. и т. п.» *. 

1 В. И. Ленин, Философские тетради, Госполитиздат, 1947, стр. 156—157. 



Часть вторая 

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ОБОСНОВАНИЯ 
МАТЕМАТИКИ 

Глава первая 

АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД 
§ 1. Исторические замечания 

Аксиоматический метод возник в древней Греции, в связи с 
разработкой системы геометрии (IV—III вв. до н. э.). Наи¬ 
более последовательное и развернутое для своего времени аксио¬ 
матическое построение системы геометрии дал Евклид в его 
«Началах» (примерно, 300 г. до н. э.) *. 

Фундамент «Начал» составляют определения, посту¬ 
латы и аксиомы 2 . Определения Евклида допускают одно и 
только одно реальное истолкование, в котором нетрудно усмо¬ 
треть идеализированные образы наших элементарных простран¬ 
ственных представлений. Постулаты и аксиомы Евклида «нераз¬ 
рывно» связаны с его определениями: они выражают основные 
свойства и отношения пространственных форм, опйсанных в оп¬ 
ределениях. 

На таком фундаменте Евклид старался построить систему 
геометрии, последовательно, шаг за шагом доказывая ее различ¬ 
ные предложения 3 . 


1 См. Евклид, Начала, пер. с греч. и комментарии Д. Д. Мордухай- 
Болтовского, Огиз, ки. I—VI, 1948; ки. VII—IX, 1949; ки. X—XIII, 1950. 

8 Прокл (V в.) говорил, что для Евклида постулаты—это истины, отно¬ 
сящиеся только к геометрическим величинам, аксиомы — к величинам вообще. 
Вместе с тем древнегреческие ученые старались выражать отношения и связи 
любых величии при помощи величии геометрических. 

8 Насколько это удалось Евклиду, т. е. насколько «Начала» логически 
выдержаны, здесь мы не рассматриваем. См. по этому вопросу: М. Я. Выгод¬ 
ен и й, «Начала» Евклида, «Историко-математические исследования», вып. 1, 
1948. Необходимо, однако, сделать одну оговорку. М. Я- Выгодский пытался 
доказать, что Евклид находился под влиянием философии Платона и будто 
это сыграло значительную роль в планировке и особенностях конструкции 
«Начал». С этим, по-моему, согласиться невозможно. См. статьи: В. Н. Мо- 
лодший. Был ли Евклид последователем Платоиа? и Л. Е. Майстров, 
О статье М. Я* Выгодского «Начала» Евклида, «Историко-математические 
исследования», вып. II, 1949. 
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Содержание «Начал» показывает, что при доказательстве 
теорем геометрии Евклид ■ стремился не применять понятие чис¬ 
ла, бесконечности и движения. 

В течение многих веков — по сути вплоть до второй половины 
XIX в. — ученые и философы считали «Начала» Евклида безу¬ 
пречным образцом аксиоматического построения теории. Подра¬ 
жания Евклиду имели место не только в математике, но и в дру¬ 
гих науках и в преподавании. Большинство ученых и философов 
оставались уверенными в том, что основные понятия и аксиомы 
каждой математической теории допускают единственное, им при¬ 
сущее, истолкование. Только в одном пришлось «изменить» 
Евклиду. Необходимость развивать тригонометрию, алгебру, 
аналитическую геометрию и математический анализ побудила 
ученых расширять и использовать понятие числа (вплоть до ком¬ 
плексного), ввести в различные разделы математики идею дви¬ 
жения и бесконечности. Тем самым в практике математических 
исследований ограничительные требования Евклида были преодо¬ 
лены. 

Иным оказалось положение вещей во второй половине XIX в. 

Во-первых, выяснилось, что для логического обоснования мно¬ 
гих математических дисциплин существующие для этого системы 
аксиом совершенно недостаточны. Это стало особенно яс¬ 
ным в отношении системы постулатов и аксиом Евклида после 
открытия проективной и неевклидовых геометрий, геометрии 
п-мерных пространств и разработки учения о непрерывности. 

Во-вторых, когда выяснилось, что каждая математическая 
дисциплин в другие, и наоборот. Это обстоятельство побуждает 
возникла необходимость такого аксиоматического обоснования 
математики, при котором любая из них выступала бы как все¬ 
общая теория, т. е. как теория, заключения которой верны для 
объектов любой ее интерпретации. 

В-третьих, в первой половине XIX в. намечается а во второй 
половине этого же века получает исключительное распростра¬ 
нение плодотворное проникновение методов одних математических 
дисциплин в другие и наоборот. Это обстоятельство побуждает 
ученых исследовать, чем отличаются и в чем сходны по принципам 
различные математические дисциплины, и соответственно этому 
анализировать сами по себе наиболее общие вопросы акси¬ 
оматического обоснования математики. 

Все эти факты явились реальным основанием возникновения 
и развития общего учения об аксиоматическом методе. Первые 
попытки решить эту проблему относятся, примерно, к последней 
четверти прошлого столетия и связаны с продвижением дела 
обоснования арифметики натуральных и действительных чисел, 
с анализом сущности и принципов неевклидовых геометрий и 
проективной геометрии. К этому же, примерно, времени относит- 


1 См. § 3, гл. III, ч. I настоящих «Очерков». 
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ся начало изысканий о постулате непрерывности, что было свя¬ 
зано с развитием теоретико-множественного обоснования мате¬ 
матики. Впоследствии целые школы математиков и логиков — 
-особенно итальянская, во главе с Пеано — занимались разработ¬ 
кой аксиоматики учения о числе и геометрии. Результаты их. 
изысканий составили фундамент построения современного аксио¬ 
матического метода. 

Современный аксиоматический метод датирует от классиче¬ 
ских «Оснований геометрии» Д. Гильберта (первое издание вы¬ 
шло в свет в 1899 г.), где впервые (хотя и на примере геометрии) 
он был представлен во всех фазах своего логического развития. 
Сравнительно за короткий срок современный аксиоматический 
метод стал общим достоянием всех математиков и оказал благо¬ 
творное влияние на логическое обоснование и развитие содержа¬ 
ния математики. Его влияние сказалось на теории множеств, 
учении о числе, алгебре, топологии, метрической геометрии, тео¬ 
рии вероятностей и т. п. Небезуспешны были попытки осущест¬ 
вить аксиоматизацию и некоторых других разделов естествозна¬ 
ния (статика твердых тел и т. д.). 

§ 2. Элементы и аксиомы 

Современное аксиоматическое построение каждой математи¬ 
ческой теории начинается с полного перечня: 

а) _ названий изучаемых основных объектов и основных отно¬ 
шений, в которых эти объекты могут выступать (перечень ос¬ 
новных понятий); 

б) принимаемых без доказательства аксиом, которые дают 
полное описание структуры возможных связей основных объек¬ 
тов или утверждают существование некоторого основного объекта. 

В практике требования а) и б) чаще всего выполняются ча¬ 
стично. Так, при аксиоматическом обосновании геометрии по¬ 
нятия арифметики считаются известными, а потому и не перечис¬ 
ляются. Иначе говоря, ограничиваются перечислением понятий и 
аксиом, специфических для аксиоматизируемой теории. 

Понятия об основных объектах и отношениях, так и верные 
для них аксиомы, задаются формально, т. е. как формы с 
переменным содержанием, как допускающие множество интер¬ 
претаций описания структуры отношений между изучаемыми 
объектами. 

Согласно требованию аксиоматического метода, каждое не¬ 
основное понятие теории посредством определений должно быть 
сведено к основным понятиям; каждое положение, высказанное 
относительно изучаемых объектов, должно быть доказано чисто 
логически только при помощи принятых аксиом. 

Так, при аксиоматическом обосновании понятия порядкового 
натурального числа не говорят, о каких числах идет речь, не вы¬ 
ясняют конкретный смысл действий сложения и умножения а 
ІИ 



ограничиваются формальным заданием относящихся к ним акси¬ 
ом и основных определений. На этой базе доказывают все основ¬ 
ные законы чисел, в первую очередь пять законов счета 1 . 

Так же поступают и в геометрии. Отвлекаясь от смысла .слов 
«точка», «прямая» и «плоскость», перечисляют основные отноше¬ 
ния, в которых они могут выступать (эти отношения выражаются 
словами: «лежит», «между», «равный», «параллельный» и «не¬ 
прерывный») и, наконец, задают все аксиомы. На этой базе оп¬ 
ределяют различные геометрические фигуры и строго логически,, 
только при помощи аксиом доказывают относящиеся к ним тео¬ 
ремы 2 . 

Не довольствуясь таким (связанным с традиционной терми¬ 
нологией арифметики и геометрии) формальным заданием эле¬ 
ментов и отношений между ними, современные исследователи^ 
задают аксиомы учения о числе, геометрии и других разделов 
математики на языке математической логики. При этом указы¬ 
ваются также и те данные логики — законы и правила 
вывода, которыми разрешается пользоваться 3 . 

Благодаря формальному заданию основных понятий и опре¬ 
деляющих систем аксиом каждое утверждение, доказанное толь¬ 
ко при помощи системы аксиом и законов логики, верно для од¬ 
ноименных объектов любой ее интерпретации. 

§ 3. Совместность (взаимная непротиворечивость) аксиом 

При классическом аксиоматическом обосновании, когда основ¬ 
ные понятия и аксиомы являлись отражениями свойств опреде¬ 
ленных реальных объектов — например, определенных простран¬ 
ственных форм, как у Евклида, — вопрос об истинности системы 
аксиом в целом возникнуть не мог. Напротив, когда система ос¬ 
новных понятий, отношений и аксиом задана формально, задача. 


1 Аксиоматика арифметики натуральных чисел (аксиоматика Пеано) рас¬ 
сматривалась нами в-первой части «Очерков», гл. 1, § 5. О том, как на базе- 
аксиоматики Пеано строится арифметика натуральных чисел, см., например, 
статью И. В. Проскурякова, опубликованную в первом томе «Энцикло¬ 
педии элементарной математики». Можно воспользоваться также «Теоретической 
арифметикой» И. В. Арнольда. 

2 См. «Основания геометрии» Д. Гильберта. Первый перевод этой работы 
Д. Гильберта на русский язык был опубликован в 1923 г., второй—в 1948 г. 
Можно также использовать работы Н. Ефимова и В. Костина, посвященные 
основаниям геометрии. См. также «Приложение» к настоящим «Очеркам». 

3 Парадоксы теории множеств показали, что в математике, особенно в 
тех ее разделах, где речь идет о бесконечных множествах, законы логики — 
в первую очередь закон исключенного третьего — не всегда применимы. Это 
обстоятельство было первым в цепи причин, побудивших математиков сделать 
дальнейший шаг по пути формализации аксиоматизируемых математических 
теорий. Об этом факте см вторую главу второй части «Очерков». См. также 
Д. Гильберт и В. Аккерман, Основы теоретической логики. ГИИЛ, 
М., 1947; А. Тарский, Введение в логику и методологию дедуктивных 
наук, ГИИЛ. М., 1948. 
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аксиоматического обоснования теории вступает во вторую фазу 
своего развития: надо показать хотя бы одну область объектов, 
структура отношений между которыми описывается заданной си¬ 
стемой аксиом. 

Если такая область объектов существует, то определяемая 
системой аксиом теория правильна, как правильна всякая 
теория, дающая верное отражение той или иной стороны природы. 
Правильную систему аксиом справедливо называют совместной 
или непротиворечивой, так как, если правильно рассуждать о пра¬ 
вильных математических понятиях, то нельзя прийти к двум 
взаимно исключающим выводам а и не-а, т. е. к формальнологи¬ 
ческому противоречию. Более общим образом непротиворечивость 
означает выполнимость или построяемость области объектов, 
так как система аксиом может описывать не только существую¬ 
щие объекты, но и такие, которые можно построить. 

Напротив, противоречивость (несовместность) системы ак¬ 
сиом свидетельствует о ее ложности. Гильберт показал, что 
из каждой противоречивой системы аксиом, включающей арифме¬ 
тику натуральных чисел, можно вывести любое соотношение, на¬ 
пример 0=1. Таким образом, утверждение противоречивости не¬ 
которой системы аксиом равносильно утверждению, что в ней 
выводимо равенство 0=1. Каждая противоречивая система акси¬ 
ом не отражает соотношений ни в одной области вещей и как 
бессодержательная исключается из математики. 

Например, из аксиом обычной арифметики следует, что ^ = 

ат 

= ^ ; кроме того, отношение равенства по самому своему смыслу 

удовлетворяет следующему требованию: равные величины можно 
подставлять друг вместо друга. Определим теперь аксиомати¬ 
чески некоторую новую операцию * так: ^ | и прибавим 

ее к основным посылкам арифметики. Если ^ — у, \ = тоуста- 

3 5 3 + 5 8 120 „ 

новленная нами операция дает:^ 7 = 4 '- ! ' 7 == ТГ == І65' Подставим 
б-' 3 

в эти равенства -д вместо -^, отчего по сказанному выше резуль¬ 
тат не должен был бы измениться. Однако мы получаем: -| * ® = 

= 8 + 1 + 7 -= і 5 = 105 , откуда следует, что 120 = 121, т. е. 0 = 1. Мы 
пришли к противоречию, что свидетельствует о несовместности 
введенной операции с остальными аксиомами арифметики. 

Обычно для доказательства выполнимости прибегают к ме¬ 
тоду моделей. Из объектов некоторой теории В, непротиворечи¬ 
вость которой считается установленной, стараются создать ин¬ 
терпретацию, как говорят — модель рассматриваемой системы 
аксиом А. Например, для доказательства непротиворечивости 
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геометрии Евклида непротиворечивой теорией считают учение о 
действительных числах. Из действительных чисел строят «точ¬ 
ки», «прямые» и «плоскости» (подобно тому, как это делают в 
аналитической геометрии). Говорят далее, что надо понимать’под 
основными отношениями, в которых могут выступать «точки», 
«прямые» и «плоскости», и показывают, что при этих условиях 
структура отношений «точек», «прямых» и «плоскостей» описы¬ 
вается системой аксиом Евклида. Точно так же может быть уста¬ 
новлена и непротиворечивость геометрии Лобачевского. Непроти¬ 
воречивость последней можно установить иначе, построив ее мо¬ 
дель из объектов геометрии Евклида ’. Непротиворечивость 
арифметики о действительных числах можно соподчинить вопро¬ 
су о непротиворечивости учения о рациональных числах. 

Если система В непротиворечива, то создание модели из ее 
объектов для системы А гарантирует последней непротиворечи¬ 
вость. Действительно, в этом случае все аксиомы системы Л .ста¬ 
новятся предложениями теории В и если бы из А следовало про¬ 
тиворечие, то теория В была бы противоречивой. 

Метод моделей не дает автономного доказательства непротиво¬ 
речивости теории, но только сводит вопрос о непротиворечивости 
одной теории к вопросу о непротиворечивости другой теории. 
Таким образом, по крайней мере для одной математической те¬ 
ории доказательство ее непротиворечивости должно быть полу¬ 
чено вне математики, в практике. В математических иссле¬ 
дованиях вопрос о непротиворечивости большинства математи¬ 
ческих теорий, как правило, приводится в конечном счете к во¬ 
просу о непротиворечивости арифметики натуральных чисел, 
истинность которой подтверждена тысячелетиями практической 
деятельности людей 2 , т. е. вне математики. 

Если для системы А построить модель не удастся, то отсюда 
не следует ее противоречивость. Противоречивость должна быть 
доказана путем непосредственного получения противоречия из 
аксиом Л.или путем доказательства неосуществимости модели. 

Иногда получить противоречие не особенно трудно. Возьмем, 
например, все аксиомы геометрии Евклида, за исключением ак¬ 
сиомы о параллельных. Эти аксиомы входят как в геометрию 
Евклида, так и в геометрию Лобачевского. В их числе находится 
аксиома Архимеда, которая (в терминах арифметики) утвер¬ 
ждает: каковы бы ни были числа а и Ь, 0<а<Ь, существует 
такое натуральное число п, для которого па > Ь. Из такой систе¬ 
мы аксиом можно развить геометрию, которую Бойяи назвал 
абсолютной. Абсолютная геометрия не противоречива и содер¬ 
жит факты, являющиеся общими для геометрии Евклида и Ло- 


1 В приложении показано, как на таком пути устанавливается непротиво¬ 
речивость планиметрии Лобачевского. 

2 О реальных основаниях этого факта см. первую часть настоящих «Очео- 
ков», гл. I, § 7. 
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бачевского. Частично эти факты изложены Евклидом в 27 первых 
предложениях первой книги его «Начал». 

Образуем теперь новую систему аксиом, для чего присоеди¬ 
ним к аксиомам абсолютной геометрии утверждение: сумма углов 
треугольника больше 2й. Покажем, что так полученная новая си¬ 
стема аксиом противоречива (черт. 16; д АВС = ... = 
= Д Сп— ЬпСп). 



Черт. 16 


Действительно, так как по нашему предположению сумма 
углов треугольника > 2 й, то и, следовательно, АС ^>ВВ Х . 

Положим, СіСі+і = ВіВ і+ і + е где, очевидно, е = сопзі. Так как 
отрезок прямой есть кратчайшее расстояние между двумя точ¬ 
ками, то 


А В -)- ВВ Х —)— ... —)— В п —\В п -)- В п С п АС -}- СС Х —)— ... —1— С п _іС п> 
откуда 

АВ + ВС + пВВ 1 >(п + \)\ВВ 1 + е) 
и, по упрощению, 

СОП5І > № 

при всяком натуральном п. Мы пришли к противоположному 
аксиоме Архимеда утверждению. Отсюда следует, что в каждой 
области объектов, удовлетворяющей аксиомам абсолютной гео¬ 
метрии, сумма углов треугольника не может быть больше 2 й, или, 
иначе, что выставленная нами система аксиом противоречива. 

Однако в практике математических исследований попытки 
установить противоречивость некоторых систем аксиом встреча¬ 
ются порой с огромными трудностями. Например, никто до сих 
пор не смог доказать, что система аксиом арифметики, пополнен¬ 
ная утверждением, обратным великой теореме Ферма, противоре¬ 
чива '. Более того, можно показать, что не существует алгоритм, 
позволяющий распознавать, противоречива ли или нет данная 
система аксиом, записанная в терминах математической логики. 

§ 4..Взаимная независимость аксиом 


Для внутрилогического развития теории решающим является*; 
доказательство ее непротиворечивости. Для выяснения взаимобвя- ■ 
зей и различий в математических теориях существенно доказа-И 
тельство взаимной независимости определяющих их аксиом. 

1 О великой теореме Ферма см. сноску на стр. 107. 
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Аксиома независима от остальных аксиом системы А, если 
ее нельзя доказать при помощи этих остальных аксиом. Устано¬ 
вить независимость аксиомы ац от остальных аксиом непротиво¬ 
речивой системы А — значит доказать непротиворечивость друшй 
системы аксиом, отличающейся от А только одной аксиомой, 
противоположной а,- . Таким образом, доказать независимость ак¬ 
сиомы — значит обосновать новую теорию. Однако трудности ре¬ 
шения подобных задач окупаются с лихвой: если а г независима 
от п — 1 остальных аксиом системы А, то мы знаем, что суще¬ 
ствуют по крайней мере две различные области вещей, у кото¬ 
рых вместе с тем есть общие свойства, определяемые п — 1 ак¬ 
сиомами. 

Доказательство независимости аксиомы параллельных от 
остальных аксиом геометрии Евклида было исторически первым: 
примером доказательств такого рода ’. В конце XIX и начале 
XX столетия была проделана большая работа по доказательству 
взаимной независимости аксиом различных математических тео¬ 
рий. Прекрасные результаты принадлежат группе математиков 
(Пеано, Гильберт, Веблен, Каган и др.), занимавшихся основами 
арифметики и геометрии. Разработка аксиоматики арифметики 
натуральных чисел, обоснование непаскалевой, недезарговой и 
неархимедовой геометрий, строгое обоснование учения о площа¬ 
дях и объемах — все эти исследования находятся в неразрывной 
связи с доказательством независимости аксиом. 

§ 5. Равносильность систем аксиом 

Если из непротиворечивой системы аксиом А (о^,..., а,а„) 
следует некоторое предложение М: 

, А( а-і .оц. а„) -> М 

н вместе с тем 

А г (а 1; . . . , М .а п ) -> а і( 

то говорят, что сг| и М эквивалентны относительно ос.уаль- 
ных аксиом системы А. 

Например, в геометрии Евклида аксиома параллельных экви¬ 
валентна теореме о сумме углов треугольника. 

В случае эквивалентности аксиомы а/ предложению М аксио¬ 
му а, можно заменить положением М и обратно. Каждая теоре¬ 
ма, которую можно доказать при помощи'системы А, можно до¬ 
казать при помощи системы А\ и обратно. Этот факт приводит 
к следующему, общему определению: 

Системы аксиом А и А\ равносильны, если все аксиомы А мо¬ 
гут быть получены из А\ как теоремы и обратно. Более сильно 
иное определение: А и А\ равносильны, если каждая модель А 
является моделью А\ и обратно. 

1 В приложении дано это доказательство. 
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Таким образом, в любой непротиворечивой системе взаимно 1 
независимых аксиом каждая аксиома однозначно не определима. 1 
В таких системах каждая аксиома определима с точностью до 1 
эквивалентности. ] 

Какая из равносильных систем аксиом заслуживает предпо¬ 
чтения? Ответ на этот вопрос менялся с течением времени. Когда і 
главное внимание было обращено только на внутрилогическое 
развитие каждой теории в отдельности, отдавали предпочтениё 
тем системам, которые содержали наиболее очевидные аксиомы 
и притом в наименьшем числе. Считались также с возможностью 
наиболее простого вывода следствий. Известно, например^, что 
неочевидность аксиомы параллельных послужила причиной по- ; 
пыток доказать ее при помощи остальных аксиом геометрии Ев- . ■ 
клида. Но очевидность не является достаточным критерием исти- ■) 
ны. Второе требование (возможность простейших получений вы¬ 
водов) существенно. С современной точки зрения не. менее важно 
выбрать из всех равносильных систем аксиом такую, которая наи- 1 
лучшим образом позволяет переходить от одних теорий к другим. 
Решение этой задачи позволяет познать различные взаимосвязи | 
в теориях, с. первого взгляда ничем не связанных друг с другом. * 
Так, например, если в начале XX столетия проделанное Гиль- ; 
бертом распределение аксиом геометрии Евклида на пять групп і 
удовлетворяло всех, то теперь предпочтительно иметь распреде- | 
ление на три группы: топологических, проективных и метрических > 
аксиом. Такое распределение соответствует современному состоя- | 
нию геометрии, в которой решающую роль играет изучение трпо- - | 
логических, проективных и метрических свойств пространства. І 

§ 6. Полнота системы аксиом 1 

'I 

Когда Д. Гильберт развил свои «Основания геометрии», уста- = 
новилось такое толкование полноты системы аксиом: Система | 
аксиом А является полной, если любое свойство, принадлежащее_ | 
Объектам каждой ее интерпретации, может быть доказано при | 
помощи системы А. Говорили также, что система аксиом А полна, | 
если на любой вопрос а, сформулированный относительно объ- 1 
ектов А в терминах систем А, мбжно ответить, истинно ли а 1 
или не-а. , ' 1 

Непротиворечивость А гарантирует невозможность одновре- | 
менного получения а и не-а, полнота А — обязательное получение | 
одного из них. і 

Практика математических исследований показала, что в ука- | 
занном смысле полнота системы аксиом почти недостижима. | 
Поэтому было видвинуто иное, более слабое, толкование полноты: 1 
система аксиом полна, если все ее интерпретации необходимым | 
образом изоморфны. В этом смысле система аксиом арифметики 1 
натуральных чисел и система аксиом геометрии Евклида (разра- І 
ботанные Пеано и Гильбертом) полны. ч | 
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Если при аксиоматическом развитии содержания математиче¬ 
ской теории строго опираться только на систему аксиом и на 
ранее указанные средства логики (правила вйрво? 
да), то приведенные выше истолкования понятия полноты ока¬ 
зываются недостаточными даже длц арифметики натуральных чи¬ 
сел. В начале 30-х годов нашего столетия Гедель доказал, что 
в формализованной таким образом арифметике натуральных чи¬ 
сел в ее терминах всегда можно сформулировать вопрос, не раз¬ 
решимый ее средствами. 

§ 7. Значение аксиоматического метода 
для развития математики 

Иногда считают аксиоматический метод только методом логи¬ 
ческого обоснования, но не методом развития содержания мате¬ 
матики. Это мнение ошибочно. Когда доказана непротиворечи¬ 
вость системы аксиом и их взаимная независимость, аксиоматика 
возвращается к исходному пункту, т. е. к фактическому содер¬ 
жанию теорий, давших толчок к ее зарождению. Однако это не 
простое возвращение. Во-первых, современная аксиоматика позво¬ 
ляет глубже вскрыть взаимосвязи в фактах математики, дает ее 
положениям более строгое доказательство. Во-вторых, при воз¬ 
врате к исходному пункту современная аксиоматика становится 
методом развития содержания как породивших ее, так и новых, 
обязанных ей своим зарождением теорий. 

Предварительно сделаем одно замечание. Из системы аксиом, 
как правило, не следует полностью содержание определяемой ею 
теории. Чтобы создать возможность полного развития теории, 
надо определить основные объекты, так как они не механически 
складываются из элементов. Например, из аксиом геометрии 
Евклида не следует содержание понятий треугольника, окруж¬ 
ности и т. п. Аксиомы только составляют базу для введения этих 
понятий, поскольку они выражают отношения между элементами 
этих пространственных форм (между точками, прямыми .и .пло¬ 
скостями). Точка зрения на определения, как на простые сокра¬ 
щения, явно недостаточна, так как она не объясняет, почему рас¬ 
сматриваются именно такие, а не другие комбинации элементов. 
Оставаясь внутри теории, в большинстве случаев нельзя ответить 
на вопрос о причине выбора именно таких, а не других опреде¬ 
лений. Только обращение к реальности может исчерпать вопрос 
до конца. 

Современная аксиоматика как метод отыскания нового может 
быть охарактеризована с различных сторон. Мы остановимся на 
том, что специфически отличает современную аксиоматику от 
классической, которая всегда была ограничена рассмотрением от¬ 
ношений определенных областей объектов. 

Допустим, что А и Аі две какие-либо изоморфные интерпрета¬ 
ции некоторой, заданной формально системы аксиом В: Каждая 
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теорема, доказанная только при помощи В относительно объек¬ 
тов интерпретации А в тех же терминах, но с иным, в зависимости 
от явно выраженных элементов, содержанием, справедлива отно¬ 
сительно соответственных объектов интерпретации А\ и обратно. 
Иначе говоря, доказываемое теоремы обладают всеобщ¬ 
ностью, благодаря чему нет необходимости передоказывать ИХ 
для объектов каждой интерпретации отдельно. Как уже указыва¬ 
лось, характеризуемые системой аксиом Пеано множества количе¬ 
ственных и порядковых чисел изоморфны, благодаря чему все 
теоремы, доказываемые при помощи этой системы аксиом, имеют 
силу как в области количественных, так и порядковых чисел. 
Проективное пространство может быть изоморфно отображено на 
самого себя с превращением точек в плоскости и обратно. Благо¬ 
даря этому справедлив принцип двойственности, играющий твор¬ 
ческую роль в проективной геометрии. Метод координат Декарта 
позволяет пространство Евклида изоморфно отобразить на об¬ 
ласть операций линейной алгебры, и это является объективной 
основой существования аналитической геометрии. Еще более 
сильные примеры использования изоморфизма дают современные 
алгебра и топология. 

Одно дело — возможность, другое — действительность. Первое 
не всегда переходит во второе, для этого нужны дополнительные 
условия. В принципе возможно логически выводить из системы 
аксиом любое ее следствие; вопрос другой — как это сделать. 
Здесь общность структуры различных интерпретаций системы 
аксиом является необходимым условием, достаточное условие чаще 
всего надо искать в качественных различиях объектов интерпре¬ 
таций. И в этом направлении современный аксиоматический ме¬ 
тод обладает рядом достоинств. При аксиоматическом изучении 
объектов и отношений между ними существенную роль играет 
разработка регулярных методов — алгоритмов и конструктивных 
приемов, позволяющих по определенным правилам решать вопро¬ 
сы, относящиеся к изучаемым объектам и их отношениям. Так, 
в теории геометрических построений разрабатываются методы 
(метод подобия, метод геометрических мест и т. п.), которые 
позволяют выполнить построение (при помощи циркуля и линей¬ 
ки) некоторых фигур. В теории уравнений разрабатывают методы 
нахождения корней уравнений и т. п. Каждая теория, как пра¬ 
вило, разрабатывает свои специфические, характерные для изу¬ 
чаемых ею объектов и отношений, алгоритмы. 

Сила современного аксиоматического метода состоит еще в 
том, что он позволяет переносить алгоритмы одной теории в дру¬ 
гие теории и тем способствовать их развитию. Например, в геоме¬ 
трии точки не индивидуализированы, благодаря чему чрезвычайно 
затруднительна разработка алгоритмов, при помощи которых 
можно решать вопросы, относящиеся к свойствам множеств то¬ 
чек прямой. Напротив, каждое действительное число индивидуа¬ 
лизировано, так как может быть представлено в виде аакт? 
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*.а п ... Зная, что множество точек прямой изоморфно множе¬ 
ству всех действительных -чисел, мы можем заменить (так обычно 
и поступают) вопросы, относящиеся к свойствам множества то¬ 
чек, вопросами относящимися к свойствам соответственных мно¬ 
жеств действительных чисел, и решать их при помощи алгоритмов 
учения о действительных числах. В качестве примера укажем 
хотя бы на теорию линейных точечных множеств. В этом же фак¬ 
те заключена основная причина, обусловливающая способность 
аналитической геометрии решать такие проблемы, решение кото¬ 
рых крайне затруднительно для элементарной геометрии. 

Мы знаем, что существуют различные теории, которые опре¬ 
деляются отчасти общими, отчасти различными или противопо¬ 
ложными аксиомами. Поэтому, обратно, если из непротиворечи¬ 
вой системы аксиом исключить, а потом добавить некоторые от¬ 
личные аксиомы, то полученные системы аксиом, в случае их 
непротиворечивости, определяют и новые теории, изучение кото- 
пых очень часто освещает с новой стороны положения исходной 
теории. Так, например, изучение гиперболической и неархиме¬ 
довой геометрии позволило исчерпывающим образом выяснить 
значение аксиом параллельности и Архимеда в самой геометрии 
Евклида. 

Если непротиворечивая система А содержит п взаимно неза¬ 
висимых аксиом, то все теоремы, которые можно доказать при 
помощи п — к этих аксиом, справедливы во всякой теории, со¬ 
держащей эти п — к аксиом. Так, когда Гильберт показал, что 
для обоснования учения о площадях нет необходимости привле¬ 
кать аксиому Архимеда, тем самым было доказано, что учение 
о площадях одинаково как для евклидовой, так и для неархиме¬ 
довой геометрий. Если непротиворечивые системы А я В содер¬ 
жат по п — 1 одинаковых аксиом* а их п-е аксиомы противопо¬ 
ложны, то и доказанные в А и В с п-ми аксиомами теоремы 1 
будут противоположны. В познавательном отношении это весьма 
важно. Зная, что теорема о равенстве суммы углов треугольни¬ 
ка 2й, утверждение о существовании подобных треугольников 
и т. п. эквивалентны аксиоме параллельных, и зная, что гипербо^- 
лическая геометрия отличается от евклидовой только аксиомой 
о параллельных, мы сразу можем сказать, что в гиперболическом 
пространстве нет подобных фигур. и что сумма углов треуголь¬ 
ника не равна 2 й. 

Таким образом, действенная сила аксиоматического метода 
в математике заключается в том, что, во-первых, он увеличивает 
число и объем математических дисциплин и, во-вторых, помо¬ 
гает связывать воедино такие теории, которые первоначально ка¬ 
зались совершенно обособленными. 

Современный аксиоматический метод оказывает существенные 
услуги и другим разделам естествознания. 


1 Эквивалентные п-и аксиомам. 
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Знаменитый кристаллограф И геометр Е. С. Федоров (1853— 
1919) исследовал и решил основную задачу кристаллографии: 
наити все возможные виды симметрии кристал¬ 
лов (их оказалось .230, и все они обнаружены в реальных кри¬ 
сталлах). Чтобы эту фундаментальную задачу решить, Е. С. Фе¬ 
доров отвлекался от физических свойств кристаллов,_ рассматри¬ 
вал их только как правильные системы геометрических тел Бла¬ 
годаря этому исследуемый вопрос сводился к нахождению всех 
видов симметрии, какие могут быть у системы геометрических 
тел. Чтобы ответить на последний вопрос, Е. С. Федоров широко 
- использовал понятие группы и тот факт, что одна и та же систе¬ 
ма аксиом допускает различные истолкования. 

„Свое восхищение перед силой методов современной абстракт¬ 
ной математики Е. С. Федоров выражал неоднократно. «Первые 

результаты математической теории правильных- систем точек,_ 

писал Е. С. Федоров в одном из своих.основных сочинений,— есть 
в то же время и первый триумф человеческого ума в области изу¬ 
чения кристаллов, так как выводы, шедшие из глубины кабинета 
совпали как раз с тем, что составляло результат обширного опы¬ 
та, принявшего со временем колоссальные размеры. Пред стро¬ 
гими кабинетными выводами как бы преклонилась природа, 
и кристаллы расположились в тех системах, которые явились необ¬ 
ходимым математическим выводом из понятия о правильных си¬ 
стемах точек (пространственных решетках)» 2 . 

Основываясь на законе Грассмана, согласно которому между 
любыми четырьмя цветами существует линейное соотношение, но 
в то же время между тремя цветами наити линейное соотношение 
иногда невозможно, можно изобразить цвет вектором трех изме¬ 
рений. Установив понятие суммы, удается связать учение о цвете 
с геометрией. 

«Представим себе —писал Вейль,—сеть проводников по¬ 
стоянного тока, состоящую из отдельных однородных проволок 
разветвляющихся в узловых точках, и назовем «точкой» произ¬ 
вольное распределение тока, которое сообщает каждой проволо¬ 
ке 5 силу тока І 8 . В такой системе имеют силу законы евклидова 
пространства с центром в О и такого количества измерений, 
сколько есть проволок в сети... Эта изоморфия вовсе не носит ха¬ 
рактера игры, ибо благодаря ей простые и важные геометриче¬ 
ские понятия становятся в соответствие с простыми и важными 
касающимися распределения тока в сети, понятиями физики' 
Например, основная задача —при заданной величине напряже¬ 
ний в каждой проволоке определить получающееся в сети про¬ 
водников р аспределением сил тока — тождественна с геометриче- 


Их нередко называют правильными системами точек (пространствен¬ 
ными решетками). ѵ н ‘наичвен 

]с . А а г' С 'іп е г°Р 0В ’ Симметрия и структура кристаллов, изд. АН СССР, 
1949, стр. 111. См. также И. Шафрановский, Е. С. Федоров М 1951 
доров Н а аЗВаННЫХ источника с °Д е Р жат подробную библиографию работ Е. С. Фе- 
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ской задачей перпендикулярного проектирования точки на задан* 
ную плоскость. Очевидно, что математика немедленно гаранти¬ 
рует однозначную решимость этой задачи, а также дает 
в руки метод вычисления решения ее» 

§ 8. О роли аксиомы индукции в арифметике натуральных чисел 2 

При доказательстве многих основных утверждении математики 
используется аксиома индукции, или, что то же, принцип полной 
математической индукции. Используется эта аксиома и при дока¬ 
зательстве основных теорем арифметики натуральных чисел. 

Благодаря чему аксиома индукции играет в математике су¬ 
щественную роль? Этот вопрос имеет не только специально мате¬ 
матический, но и гносеологический смысл. Аіногие математики- 
идеалисты — например, Пуанкаре, Вейль и другие пытались 
использовать факт силы аксиомы индукции в своих целях, ука¬ 
зывая на нее как на образец якобы не эмпирического, а интуи¬ 
тивного, внутренне присущего людям знания, из которого развер¬ 
тывается содержание математики. Чтобы доказать ошибочность 
подобных утверждений, надо выявить реальные основания значе¬ 
ния аксиомы индукции в математике, т. е. в конечном счете в 
арифметике натуральных чисел. Этому и посвящены дальнейшие 

рассуждения. „ т „ , й 

Систему аксиом, состоящую из I—IV аксиом Пеано , будем 
обозначать символом Р ь Символом Рг обозначим систему аксиом, 
которую можно получить из Р і, если в ней заменить IV аксиому 
таким утверждением: каждое натуральное число, отличное от 1, 
непосредственно следует за одним и только одним натуральным 

числом 4 . _ „ ’ ^ 

Все интерпретации I—V аксиом Пеано необходимым образом 
изоморфны, иначе говоря эта система аксиом полна. Системы ак¬ 
сиом Р і и Рг этим свойством не обладают. 

Обозначив элементы моделей Рг и Р\ кружками, а переход 
от а к а* — стрелкой, легко изобразить их модели графически. 
Каждая такая модель содержит компоненту единицы вида 
. (черт. 17) 


ѳ-о-о-о 


Черт. 17 

1 Г. Вейль, О философии математики, ГТТИ, 1934, стр. 55—56. 

*'При доработке рассматриваемого вопроса я воспользовался рядом со¬ 
ветов акад. А. Н. Колмогорова, за что приношу ему глубокую благодарность. 

3 Аксиомы Пеано изложены на стр. 51—52 настоящих «Очерков». 

■ 4 О системе аксиом арифметики натуральных чисел см. И. а Проску¬ 
ряков, Числа и многочлены, АПН РСФСР; Э Ландау. Основы анализа 
ШИЛ, 1947, стр. 18 и след; Ван-дер-Варден, Современная алгебра, 
ч. I (любое издание) 
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произвольное число циклических компонент вида (черт. 18) 


ООО) 

Черт. 18 

и произвольное число компонент системы всех целых чисел 
(черт. 19) 

■-—о—о—о—о—- 

Черт. 19 

В случае аксиоматики Р 2 произвольными наборами компонент 
указанного вида исчерпываются все возможные модели, в кото¬ 
рых выполняются аксиомы I—IV. В случае же аксиоматики Р\ 
могут существовать еще дополнительные компоненты типа обыч¬ 
ной системы натуральных чисел, начинающихся с элементов, от¬ 
личных от единицы (черт. 20) 

О—о—О—о—:- 

Черт. 20 

Например, из основной компоненты 

1 , 2 , 3 ... 

и дополнительной компоненты 



можно построить модель Р і 

1, 1-і , 2, Ц , 3, 3^,... 

Примеры двух такого же рода моделей читатель увидит 
дальше. 

Если учесть строение возможных моделей систем Р 2 и Р ь то . 
роль аксиомы индукции в обеспечении полноты системы I—V ста¬ 
новится совершенно ясной: она исключает дополни¬ 
тельные компоненты, сохраняет только компо¬ 
ненту единицы. 
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Для элементов различных моделей системы аксиом I—IV 
можно в принципе устанавливать различные определения сложе¬ 
ния и умножения. В применении к сложению априори ™еютс 
три возможности — в данной модели требования, введенные 

определение сложения: гі „ , 

1) определяют (как и для обычных натуральных чисел) одну 

единственную операцию; 

2) определяют несколько операций сложения, 

3) оказываются противоречивыми. 

В частности, для некоторых моделей системы Р\ можно опре 
делить сложение и умножение так, что при этом будут выпол¬ 
няться требования, входящие в определение сложения и умноже¬ 
ния для настоящих натуральных чисел. 

Учитывая это, поставленный в начале заметки вопрос можно 

уточнить так: 

Нельзя ли доказательство некоторых основных теорем ариф¬ 
метики натуральных чисел — например, доказательство законов 
счета свойств неравенств и т. п. — освободить от аксиомы индук¬ 
ции доказать их только при помощи 4—IV аксиом и таких опре¬ 
делений сложения и умножения, для которых выполняются тре¬ 
бования, входящие в определения сложения и умножения для на¬ 
стоящих натуральных чисел? 

Есть простой способ, позволяющий достаточно ясно ответить 
на так сформулированный вопрос. Здесь имеется в виду соответ¬ 
ствующее использование моделей I—IV аксиом с определенными 
для их элементов операциями сложения и умножения и обла¬ 
дающими свойствами, входящими в определения сложения и 
умножения для настоящих натуральных чисел. Сопоставление 
свойств «натуральных» чисел этих моделей с соответствующими 
свойствами обычных натуральных чисел позволит наглядно и до¬ 
статочно полно выяснить, что, как правило, доказательство основ¬ 
ных теорем арифметики натуральных чисел существенно опирает¬ 
ся на аксиому индукции. 

Вот примеры таких моделей. 

Пример 1. Будем называть «натуральными» числами числа: 


1, 1 4, 2,-2 т . п, п 


2 " " 


расположенные в их естественном порядке. Большее число будем 
называть следующим, меньшее предшествующим. 

Складывать и умножать любых два «натуральных» числа бу¬ 
дем так как их складывают и умножают в арифметике рацио¬ 
нальных чисел, с одним, однако, ограничением: если в результате 

умножения получится слагаемое^-, мы будем его отбрасывать. 

Если «натуральное» число п = т + 1, то число я будем назы¬ 
вать непосредственно следующим за числом т и обозначать т , 
число т назовем непосредственно предшествующим числу п. 
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Как легко убедиться, в области наших «натуральных» чисел 
1—IV аксиомы системы аксиом Р і выполняются. 

Для сложения и умножения «натуральных» чисел справедли¬ 
вы требования, входящие в определения сложения и умножения 
обычных натуральных чисел. В отношении сложения это очевид¬ 
но. Чтобы доказать это в отношении умножения, достаточно 
заметить следующее: 

Пусть тип — обычные натуральные числа. 

. Имеем: 

1. тп* = тп + т\ 


2 ' \ т + у) п * = ( т + у) ( п + 0 = тп + у + щ +'~ ; 

(т + у) п + ( т + -I 1 = тп + ~ +• т + I ; 

3. т І^п + ^ = т ^п + у + 11 = тп + у -(- т\ 

т ( /г + ‘ 2 | + ^ = тп + у + т. 

4 ‘ ( т + у)( ,г + у) = ( т + у) (" + У + 1 )= 

~ тп + ~ + т + ~ + 1 + ± = т ( п + і) + Д+Д±1 ; 


т +2)(" + ±) + (т+і) = (ш + 2+*+±) + 

+ ( т + і) = т(п+_1)+ Д+Д+1. 


Аксиома индукции не выполняется; множество «натуральных» 

чисел содержит подмножество 1,2, 3.изоморфное множеству 

натуральных чисел, но не исчерпывается им. 1 

1і. В области обычных натуральных чисел выполнены все за¬ 
коны счета. 

І 2 - В области «натуральных» чисел выполнены не все законы 
счета, а^именно: не выполнен сочетательный закон (для умноже¬ 
ния) и распределительный закон. Действительно, 


т 


•[(■ 

— 2 тпр 


2 Р = 


тп 


т . 1 \ _ 

"9 + Т I 


(т + п)р\ 


( т + у) [ (« + у) 2 ^] = ( т + у) Ф-пр+р) = 
= 2тпр + (т + п)р + | . ; 
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2. Цт + у) + (л + 4) ] (Р + т) = ( т + /г + 1 )Р + —Т^ ; 

^/п+у|^ + 4') ==т Р + Т + У + Т ==т;, + ^ТТѴ ; ' 

(й + т) ( р + т) = пр + Т + 5" + 7 = пр + Ч -; 

^т + -і)(р + 4) + ( л + І)(р + т) = (т+п + \)р+'Ц^. 


Можно построить подобные же модели, в которых не будут 
выполняться другие законы счета. Значит, в арифметике 
натуральных чисел законы счета не могут быть 
доказаны без аксиомы индукции. 

Пример 2. Назовем «натуральными» числами пары ( т , п), 
где т и п — любые натуральные числа, причем т> п. Условим¬ 
ся что (т, п) = (т и п х ) тогда и только тогда, когда /п=/п, 
и ’п—п\', (т, п)^(т и «О тогда и только тогда, когда т=ё т и 


или если т=т і, то п і. 

Если назвать «единицей» число (1, 1), то ряд 


чисел будет: 


( 1 , 1 ); ( 2 , 1 ); ( 2 , 2 );... 

1 ); ( п , 2 );...; (л, л);... 


«натуральных» 


Будем называть суммой и произведением «натуральных» чисел 
(т, п) и (т и пі) следующие числа: 

(т, п) + (гпі, Пі) = (т + т х , п + «і);. 

(т, п) (гпъ п х ) = (тт и л«і). 


Если (т, п)<(т и «О, то число (т и «і) назовем следующим 
за числом (пі, л), а число (т, п) — предшествующим числу 
(т\,П\). Если при этом (т.і, пі) = (т+1, п+ 1),то число (ті,пі) 
условимся называть непосредственно следующим за числом 
(т, п) и будем обозначать его так: {яг> я)^*. Число {яг 1, 

п і)_ если оно существует, условимся называть непосредственно 

предшествующим числу ( т, п). 

При указанных условиях в области введенных «натуральных» 
чисел выполняются I—IV аксиомы системы Р\. Для сложения 
и умножения этих «натуральных» чисел справедливы требования, 
входящие в определения сложения и умножения обычных нату¬ 
ральных чисел. Аксиома индукции не выполняется: множество, 
«натуральных» чисел содержит подмножество (1, 1), (2, 2), 

(«, п) ; ..., изоморфное ряду натуральных чисел, но не исчерпы¬ 
вается им. 
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Сопоставление строения ряда обычных чисел с рядом «нату¬ 
ральных» чисел позволяет обнаружить глубокие между ними раз¬ 
личия. Вот примеры, наиболее типичные 1 . 

1ь Каковы бы ни были натуральные числа р и р*, нет ни 
одного натурального числа, следующего за р и предшествую¬ 
щего р *. 

І 2 - Каковы бы ни были «натуральные» числа (т,«)-и ( т,п)*, 
существует по крайней мере одно «натуральное» число, следую¬ 
щее за (т, п) и предшествующее ( т , п) *. 

. 2 ]. Если натуральное число рФ 1, то существует одно только 
натуральное число < 7 , такое, что р=< 7 *. Иначе, .если рф 1, то 
р — 1 существует. 

2 2 . Если «натуральное» число ( т , п)ф{ 1, 1), то не всегда 
существует «натуральное» число (р, < 7 ), такое, что (т, п) = (р, < 7 )*. 
Иначе если (т, п)ф( 1 , 1 ), то не всегда (т, п) — ( 1 , 1 ) суще¬ 
ствует. Например, ( т , 1)Д= (1, 1), если ш = 2, 3, ..., но (т, 1) — 
— ( 1 , 1 ) не существует. 

Таким образом, в арифметике натуральных чи¬ 
сел утверждения К и 2\ не могут быть доказаны 
без аксиомы индукции. 

3]. Для любых натуральных чисел р и <7 имеет место один 
и только один из случаев-: 

О Р = Ч\ 

2 ) существует натуральное число і, такое, что 
Р = Я + 

3) существует натуральное число и, такое, что 
р = р + и. 

Определение. Если для данных натуральных чисел р и <7 
существует натуральное число і, такое, что р = цфі у то говорят* 
что р больше < 7 , а <7 меньше р, и пишут р > < 7 , <7 < р. 

Тогда утверждение Зі можно сформулировать так: Для""лю¬ 
бых натуральных чисел р и <7 имеет место одно и только одно из 
трех соотношений: р = < 7 ; р>< 7 ; р<< 7 . 

3 2 . Если для «натуральных» чисел (т, п), ( т и п\), (т 2 , п 2 ) 
справедливо равенство ( т , п) = (т и Пі) + (т 2 , п 2 ), то (т, п)> 
>(т и щ) \ напротив, если ( т , п)>(т и щ), то не всегда суще¬ 
ствует такое «натуральное» число ( т 2 , п 2 ), что (т, п) = ( т и Пі) + 
+ (рі 2 , п 2 ). 

Ясно поэтому, что в арифметике натуральных чи¬ 
сел учение о неравенствах не может быть раз¬ 
вито без привлечения аксиомы индукции. 

Пример 3. Назовем «натуральными» числами положитель¬ 
ные действительные числа", начиная с 1 и больше. Упорядочен¬ 
ность рассматриваемых чисел отождествим с упорядоченностью- 
Их как действительных чисел. Сохраним для этих «натуральных»- 

1 Как и при рассмотрении первой модели, номер положения с индексом 1 
относится к формулировке свойства обычных натуральных чисел, с индек¬ 
сом 2 — к формулировке соответствующего свойства «натуральных» чисел. 
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чисел обычные определения а + Ь и аЬ. Число 1 будем называть, 
«единицей», под а * будем понимать число а + 1. 

При этих условиях в множестве рассматриваемых «натураль¬ 
ных» чисел аксиомы I—IV системы Р , выполняются. Для сложе- 
ния и умножения справедливы требования, входящие в определен 
ния сложения и умножения обычных натуральных чисел. Аксио- 


ма индукции не выполняется. 

На этой модели легко показать, что в арифметике н а т у- 
ральных чисел учения о делимости, о просты* 
числах и их свойствах не могут быть обоснован 


ны без’аксиомы рдукции. 

Рассмотрение такого рода моделей показывает, что: 

1. Первые четыре аксиомы арифметики натуральных чисел до¬ 
пускают различные интерпретации, для элементов которых можно 
так определить сложение и умножение, что останутся справедли¬ 
выми требования, входящие в определения сложения и умноже¬ 
ния для обычных натуральных чисел. 

2. Присоединение аксиомы индукции к аксиомам 1—IV поз¬ 
воляет выделить из множества таких моделей класс попарно изо¬ 
морфных моделей минимального типа (множество количествен¬ 
ных натуральных чисел, множество порядковые натуральны* 
чисел и другие интерпретации системы аксиом арифметики нату¬ 
ральных чисел). Следовательно, аксиома индукции описывает 
основное, специфическое свойство каждой модели 
этого класса, т. е. основное специфическое свойство множеству 


обычных натуральных чисел. 

3. Из множества всех таких моделей I—IV аксиом всегдд 
можно выделить такую модель, в которой не выполняются некото¬ 
рые основные свойства обычных натуральных чисел (законы сче¬ 
та, законы неравенства, разделение чисел на простые и сложные 
и т. п.). Поэтому в арифметике натуральных чисел все эти зако¬ 
ны не могут быть доказаны без аксиомы индукции. 

Примечание. Рассмотренный нами вопрос иными сред¬ 
ствами в известном смысле до конца решен лауреатом Ленин¬ 
ской премии, чл.-кор. АН СССР П. С. Новиковым. При помощи, 
средств математической логики он разработал эффективный кри¬ 
терий, позволяющий для любой проблемы, сформулированной в. 
терминах арифметики натуральных чисел и не содержащей 
утверждения существования, решить вопрос: выводима или не 
выводима она без помощи аксиомы индукции К 

Принято утверждать, что аксиома индукции эквивалентна, 
принципу наименьшего числа, согласно которому в каждом 
непустом множестве натуральных чисел имеет¬ 
ся наименьшее число. Смысл этого утверждения таков: 

а) Принцип наименьшего числа есть следствие системы ак¬ 
сиом I—V арифметики'натуральных чисел. 


1 См. «Доклады Академии наук СССР», т. XIV, 1949, № 4 . 
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б) Если из системы аксиом I—V арифметики натуральных 
чисел исключить V аксиому, т. е. аксиому индукции, и поставить 
на место последней принцип наименьшего числа, то при помощи 
полученной системы аксиом можно доказать аксиому индукции, 
Однако не всегда отчетливо подчеркивают, относительно какой 
системы аксиом— Ру или Р 2 — аксиома индукции эквивалентна 
принципу наименьшего числа, а это более чем существенно. Если 
опираться на систему аксиом Р 2 , то, как известно, аксиома индук¬ 
ции действительно эквивалентна принципу наименьшего числа. 
Если же исходить от системы аксиом Ру, то аксиома индукции не 
эквивалентна принципу наименьшего числа. В этом случае утвер¬ 
ждение а) верно, утверждение б) ложно. Доказательство истин¬ 
ности а) общеизвестно. Чтобы доказать, что в этом случае 
б) ложно, достаточно заметить следующее. Рассмотренные нами 
выше первая и вторая модели для системы аксиом Ру по струк¬ 
туре являются обычными последовательностями; значит, принцип 
наименьшего числа в каждой из них выполняется. Вместе с тем 
в этих моделях аксиома индукции не выполняется. 

При доказательстве того, что из системы аксиом I—IV и прин¬ 
ципа наименьшего числа следует аксиома индукции, предпола¬ 
гают всегда, что^если натуральное число рФ 1, то р — 1 суще¬ 
ствует. В первой и второй наших моделях р ■— 1 существует не 
для всякого рФ I. Значит, указанное доказательство от этого 
предположения освободить нельзя. Иначе говоря, при доказа¬ 
тельстве того, что из I—IV аксиом и принципа 
наименьшего числа следует аксиома индукции, 
необходимо опираться не на систему РІ я на 
систему Р 2 , ’ 

§ 9. О природе так называемых условных определений 
в математике 

В математике нередко встречаются определения, которые при¬ 
нято называть условными. С ними приходится встречаться и в 
курсе математики средней школы. К числу условных относят опре¬ 
деление умножения для положительных и отрицательных целых 
чисел, .определение нулевой степени и т. п. 

А. Пуанкаре считал, что наличие условных определений в ма¬ 
тематике показывает независимость ее содержания от существо¬ 
вании реального мира, т. е. что она является результатом совер¬ 
шенно свободной деятельности человеческого мышления >. Чтобы 
обосновать последнее заключение, А. Пуанкаре истолковывал 
условные определения математики как такие определения, содер¬ 
жание которых полагается интеллектом и координируется ему 
внутренне присущими законами логики, а, не объективным поло¬ 
жением вещей. 


. 1 А. Пуанкаре, Наука и гипотеза пер. с франц., М., 1904 стр 2 
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Едва ли есть необходимость доказывать, что принадлежащее 
А. Пуанкаре толкование природы условных определений матема¬ 
тики способйо помещать преподавателям математики (в дорево¬ 
люционный период отчасти мешало) наметить правильную ь*ето- 
дику истолкования условных определений в школе. 

В противоположность А. Пуанкаре, мы постараемся здесь 
выяснить реальные основания и смысл.условных определении 
в математике на примере логического обоснования арифметики 
целых чисел. 

Необходимость расширения числовой области, как правило, 
обусловлена тем, что в этой области какая-либо операция не вы¬ 
полнима или не всегда выполнима. Цель, которую при этом пре¬ 
следуют, лучше всего раскрывают требования, которыми руковод¬ 
ствуются при осуществлении расширения. Эти требования таковы: 

1. Числа расширяемой числовой области должны войти в рас¬ 
ширенную числовую область, составить подмножество последней. 

1 2. В расширенной области чисел должны быть определены 
такие же арифметические операции, как и в исходной области 
чисел. При этом, если операция совершается над числами исход¬ 
ной области, как над числами расширенной области, старая и но- • 
вая трактовки операции должны приводить к одному и тому же 
результату. 

3. В расширенной области чисел должна быть выполнима опе¬ 
рация, которая в исходной области чисел была не выполнима, 
или не всегда выполнима. 

4. Расширенная область чисел должна быть минимальной из 
всех возможных расширений исходной области чисел (удовлетво¬ 
ряющих требованиям 1, 2 и 3) и определяться последней одно¬ 
значно с точностью до изоморфизма. 

Например, учитывая, что в области натуральных чисел вычи¬ 
тание не всегда выполнимо, и расширяя последнюю до новой чи¬ 
словой области, где эта операция всегда выполнима, сперва обо¬ 
сновывают арифметику целых, потом рациональных, а затем и 

действительных чисел *. . 

Расширение области натуральных чисел (включающей нуль) 
до области целых чисел, т. е. до минимальной области чисел, в ко¬ 
торой всегда выполнимы сложение, умножение и вычитание и ко¬ 
торая содержит все натуральные числа, осуществляют следующим 

образом. . 

Предполагают, что арифметика натуральных чисел (множе¬ 
ство которых включает нуль) непротиворечива. Рассматривают 
множество всех возможных пар (а, Ь) натуральных чисел, взя¬ 
тых в определенном порядке, причем называют каждую такую 
пару целым числом. Принимают, что число (а, Ь) больше, равно 


1 Используя понятие изоморфизма, можно дать общее и точное опреде¬ 
ление минимального расширения числовой области. См. по этому вопросу 
работу И. В. Проскурякова, цитированную на стр. 52. Можно также 
обратиться к курсам высшей алгебры. 
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или меньше числа (с, (I) тогда и только тогда, когда а+й соот¬ 
ветственно больше, равно или меньше Ь + с. Или в символах: 

(а, Ь) ^(с, д) 

< 

тогда и только тогда, когда 

й “I - с. 

< 

При таком толковании слов «больше», «равно» и «меньше» 

(а + т, Ь -\-т) = (а, Ь) 
при всяком натуральном т. 

Далее, если • . 

а> Ь, то (а, Ь) = (а— Ь, 0) = (п, 0), п = а — Ь; 

а = Ь, то (а, Ь) = (0, 0); 

а < Ь, то (а, Ь) = (0, Ь — а) = (0, п ), п'= Ь — а, 

причем ' 

(/г, 0) > (0,0), 

(0, п) < (0,0), 

при любом натуральном п, отличном от нуля. 

Условливаются понимать под сложением и умножением пра¬ 
вила соответствия, относящиеся к любым двум целым чис¬ 
лам (а, Ь) и (с, д) — единственное целое число (т, п ), так что 
(я, Ь) -{- (с, й) = (й -{- с, Ь -{- д ), 

(й, Ь) ■ (с, й) = (йс + Ьй, сиі + Ьс). 

При таких определениях прямых арифметических действий 
в области целых чисел: 

1) все пять законов счета выполняются 1 ; 

2) операция вычитания всегда выполнима; 

3) множество всех натуральных чисел (включая нуль) являет¬ 
ся подмножеством множества целых чисел. 

Действительно, согласно условиям, 

(й, Ь) + (с, д) = (а + с, Ь + (і). 

Но й, Ь, с и (і — числа натуральные,, поэтому 
й + с= с + й; Ь-\-й = й-\-Ь. 

Значит, ■ 

(а + с, Ь + й) = (с + й, й + Ь) — (с, й) + (й, Ь ); 

_ (а, Ь) + (с, й) = (с, д) + (й, Ь ). 

1 Имеются в виду законы 

а + Ь = Ь + а; а + (р + с) = (а + Ь) + с; 
аЬ = Ьа\ а (Ьс) = (аЬ) с; 

(а + Ь) с,-= ас + Ьс. 
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Закон переместительности для сложения оказался справедли¬ 
вым и в области целых чисел. Подобным образом можно устано¬ 
вить выполнимость в области целых чисел и остальных четырех 
законов счета. 

Покажем, что, каковы бы ни были целые числа (а, Ь) и (с, й), 
существует единственное целое число {х, у), такое, что 

(с, а) -1- (х, у) = (а, Ь ), 

т. е. что 

(а, Ь) — (с, а) = {х, у ). 

Если для данных (а, Ь) и (с, й) такое число ( х, у) суще¬ 
ствует, то 

(с, О) + {х, у) = {с + х, а + у), 

(с + х, й + у) = {а, Ь ), 
с Ч- х Ч - Ъ = а Ч - (1 -|— у , 
х = а + гі + т, 
у = Ь +с + т , 

где т — любое натуральное число. 

Итак, если для данных целых чисел (а, Ь) и (с, й) целое 
число ( х, у) существует, то оно необходимо равно: 

(х, у) = (а + й + т, Ь + с + т) = (а + й, Ь + с). 

Наоборот, каковые бы ни были целые числа (а, Ъ) и (с, (Г), целое- 
число ( а+й, Ь + с) существует, причем 

(с, й) -{- (с -Ь й, Ь-\-с) = {с сі, с) = (о, Ь). 

Таким образом, действительно в области целых чисел опера¬ 
ция вычитания всегда выполнима и притом выполнима одно¬ 
значно. 

Согласно условиям сравнения целых чисел по величине 
... < (0, п) < ... < (0,2) < (0,1) < (0,0) < (0,1) < (0,2) < ... 

... < (л, 0) < ... 

Поставим каждому целому числу (л, 0) во взаимно однознач¬ 
ное соответствие натуральное число л. Согласно принятым опре¬ 
делениям сложения и умножения целых чисел. 

( т , 0) + (л, 0) = (т + л, 0), 

(т, 0) • (л, 0) = (тп, 0). 

Следовательно, при принятых выше условиях множество всех 
целых чисел вида (л, 0) и множество всех натуральных чисел п 
изоморфны. Иначе говоря, множество всех целых чисел содержит 
в качестве подмножества множество всех натуральных чисел 
(с точностью до изоморфизма). 

12 * 
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Если, наконец, ввести обозначения 
(п, 0) = + п , 

( 0 , 0 ) = 0 , 

(О, п) = — п, 

то мы получим: 

— «<...< — 2 < — 1<0< + 1<+2<. 

причем 

(— а) (— Ь) = + аЬ и т. п. 

Таким образом, при указанных выше условиях множество 
всех возможных пар (а, Ь) натуральных чисел представляет собой 
модель арифметики целых чисел; следовательно, если арифме¬ 
тика натуральных чисел непротиворечива, то непротиворечива 
и арифметика целых чисел '. , 

Итак, множество натуральных чисел можно расширить до 
новой (минимальной) области чисел так, что относи¬ 
тельно вычитания будут выполнены все требования, 
предъявляемые к расширению числовых областей. 

Является ли указанное минимальное расширение области на¬ 
туральных чисел единственным? Нет, существуют и другие ми¬ 
нимальные расширения, решающие ту же самую задачу. Это мы 
покажем на двух моделях. 

Модель 1. Будем называть целыми числами все возмож¬ 
ные пары натуральных чисел (а, Ь). Будем, как обычно, считать, 
что 

(а, Ь) ^ (с, й) 

< 

тогда и только тогда, когда 

а + ё^Ь + с. 

< 

Примем, что если (а, Ь) и (с, й) отличны от (0, 0), то 
(а, Ь) + (с, й) = (а + с, Ь + й) 

и если по крайней мере одно из двух слагаемых равно (0, 0), то 
(а, Ь) + (с, й) = (с, й ), 

т. е. в этом случае сумма двух слагаемых равна правому слагае¬ 
мому. Согласно принятому определению сложения (0, 0) + 
+ (0, 0) = (0, 0). Будучи левым слагаемым, (0, 0) является мо¬ 
дулем сложения, как правое слагаемое (0, 0) — есть нуль сло¬ 
жения. 

Закон переместительности и закон сочетательности не всегда 
выполнимы. Действительно, если (а, Ь) и (с, й) не равны (0, 0) то 
(0,0) + (а, Ь) = (а, Ь ); (а, Ь) + (0,0) = (0,0), 

(а, Ь) + [(0,0) + (с, с!)] : (а, Ь) + (с, й) = (а + с, Ь + й), 

[(а, Ь) + (0,0)] + (с, сі) = (0,0) + (с, й) = (с, й ). 

1 Построение этой модели обычно называют теорией пар первой ступени. 
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Для дальнейшего заметим, что закон переместительности выпол¬ 
няется тогда и только тогда, когда все слагаемые отличны от 
(О, 0) или, напротив, равны (0, 0). 

Если существует пара (х, у), такая что 
(с, й) + (х, у) = (а, Ь ), 

то пару ( х , у) будем называть правой разностью пар (й, Ь) и 
(с, (Г) и будем обозначать символом ( х, у)п • Если же 
(х, у) + (с, й) = (а, Ь), 

то пару ( х , у) будем называть левой разностью пар (й, Ь) и 
(с, й) и будем обозначать символом (х, у) л . 

Покажем теперь, что при принятых определениях в области 
рассматриваемых пар операция вычитания всегда выполнима. 
Пусть (й, Ь) — уменьшаемое, (с, й) — вычитаемое. Чтобы дока¬ 
зать выполнимость вычитания во всех случаях, необходимо и до¬ 
статочно доказать его выполнимость для следующих пяти слу¬ 
чаев: 

1. (й, Ь) Ф (с, й), (а, Ь) Ф (0,0) и (с, й) Ф (0,0); 

2. (й, Ь) = (с, д) ф (0,0); 

3. (й, 6) = (0,0), (с, сІ)Ф(0,0); 

4. (а, Ь) Ф (0,0), (с, й) = (0,0); 

5. (й, Ь) = (с, й) = (0,0). 

Случай 1. Так как 

(0,0) + (с, й) = (с, й) и (с, й) + (0,0) = (0,0), 

то (х, у) л и ( х , у) п не могут быть равны (0, 0). Если ( х , у) л 
и ( х , у) п существуют и не равны (0, 0), то 

(х, у )л = (*, У )п = (х, У) • 

Дзлбб 

(х, у) + (с, й) = (X + с, у + <І) = (а, Ь), 
х-\-с-\-Ь = у-й й, X — а, й -\- п, У — Ь ф- С + П; 
где ' п — любое натуральное число, которым можно пренебречь. 
Значит, 

(х, у) — (й й, Ь с) ф (0,0), 

так как в силу условия аф&Ф Ьфс. 

Обратно 

(с, й) + (й ф- й, Ь + с) = (с + й + й, Ь ф- й ф- с) — (а, Ь ). 
Следовательно, в первом случае операция вычитания всегда 
выполнима и притом однозначно. 

Случай 2. Если допустить существование разности (х, у ), от¬ 
личной от (0, 0), то должно допустить, что 

(с, й) + (х, у) = (с + х, йф- у) = (й, Ь) = (с, й), х = у , 
что противоречит допущению. 
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Далее имеем: 

(О, 0) + (с, й) = (с, д) = (а, Ь ), 
(с, а) + (О,0) = (О, О) ф (а, Ь ). 


Значит, (х, у) л = (0,0); операция вычитания выполнима и 
притом однозначно. 

Случай 3. Если разность (х, у )л существует и не равна 
(О, 0), то 

(*• У) + {с, Ф = {х +с, у + О) = (0,0), х + с = у + й , 


Обратно, 

Далее, 


(х, у )л = (а, с). 


{й, с)+<с, а) = (а + с, с + а) = (о,о). 


(О, 0) + (с, а) = (с, й) ф (а, Ъ) = (0,0) 
(с, а) + (0,0) = (0,0) = (а, Ь)‘, 

(х, у )п = (0,0). 


Д этом случае операция вычитания всегда выполнима, но не 
однозначно (двузначно). 

Случай 4. Какова бы ни была пара (х, у), всегда 
(х, У) + (с, а) = (х, у) + (0,0) = (0,0) ф (а, Ь), 

(с, а) + (х, у) = (0,0) + (х, у) = (х, у). 

Чтобы (с, й) + (х, у) = (а, Ь) , надо принять (х, у)„ = (а, Ь). 
В этом случае вычитание выполнимо и притом однозначно. 
Случай 5. Какова бы ни была пара {х, у) , отличная от (0, 0), 
справедливы равенства 

(х, у) + (0,0) = (0,0) = (а, Ь ), 

(О, 0) + (х, у) = (х, у) Ф (0,0) = (а, Ь). 


Далее имеем: і 

(0,0) + (с, й) = (0,0) +(0, 0) = (0,0) = (а, Ь ), 

(с, а) + (0,0) = (0,0) + (0,0) = (0,0) = (а, Ь). 

Значит, любая пара (х, у) , отличная от (0, 0), является левой 
разностью пар (0, 0) и (0, 0), а пара (0, 0) является как правой, 
так и левой ^разностью пар (0, 0) и (0, 0). 

Итак, действительно в области рассматриваемых «целых» чи¬ 
сел вычитание всегда выполнимо (но не всегда однозначно). 

Определим умножение так: 

Если (а, Ь) >(0,0) и (с,гі)>( 0,0), то (а, Ь) ■ (с, Л) = 

= [ас + Ьй', аЛфЬс). 
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Еели (а, Ь) > (0,0) и (с, ф < (0,0), то (а, Ь) • (с, ф = 

= [ас + Ьф аіі + Ьс + Р{а — Ь, а —с)]. 

Если (а, Ь) < (0,0) и (с, ф < (0,0), то (а, 6) • (с, ф = 

= [ас + Ьй + Р{Ь — а, й — с), ай + Ьс], где функция Р(х, у) оп¬ 
ределяется так: Р (О,0) = Р (О, у) = Р {х, 0) = О , Р (л:, г/) = 

= х 2 у(х-1)Цу-1), хфО, уфО. 


Нетрудно показать, что принятое определение умножения яв¬ 
ляется совместным с принятым ранее определением сравнения 
рассматриваемых пар по величине. При этом определении умно¬ 
жения в области этих пар законы переместительности и сочета¬ 
тельности, правый и левый распределительные законы не всегда 
'выполнимы. Действительно, например, 

(2, 0) • (0, 3) Ф (0, 3) • (2, 0). 

Отметим, что (0, 0) есть нуль операции умножения и модуль 
операции сложения; (1,0) есть модуль операции умножения. 

Следовательно, в разобранном примере мы имеем такую ми¬ 
нимальную модель расширения области натуральных чисел (отно¬ 
сительно вычитания), в которой определения сложения и умноже¬ 
ния отличны от принимаемых в теории пар первой ступени и для 
чйсёл которой все пять законов счета не всегда выполнимы. 

Модель 2. Определение чисел и правила сравнения по вели¬ 
чине и сложения чисел модели сохраняем такими, какими они 
были в первой модели. Определение умножения примем такое, 
какое принимают в теории пар первой ступени. 

Как показано на примере первой модели, при таком опреде¬ 
лении сложения выполняются все необходимые условия суще¬ 
ствования минимального расширения множества натуральных 
чисел относительно операции вычитания. Законы переместитель¬ 
ности и сочетательности для сложения выполняются не всегда. 

Все три закона счета для умножения выполняются во всех 
случаях. 

Из теории пар первой ступени известно, что выполнимость за¬ 
конов переместительности и сочетательности следует непосред¬ 
ственно из определения умножения. 

Чтобы доказать выполнимость распределительного закона, до¬ 
статочно рассмотреть только два случая: 

[(а, Ь) + (0,0)] (с, ф = (а, Ь) {с, ф + (0,0) (с, ф, 

[(0,0) + (а, Ь )] {с, ф = (0,0) (с, ф + (а, Ь) {с, ф . 
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Имеем: 


[(а, Ь) + (О,0)] (с, й) = (0,0) • (с, ау = (0,0), 

(а, Ь) {с, сі) + (О,0) (с, <Г) = {а, Ъ) (с, й) + (0,0) = (0,0). 

Аналогично доказывается выполнимость распределительного 
закона и во втором случае. 

Итак, существуют различные минимальные 
расширения множества натуральных чисел от¬ 
носительно операции вычитания. 

Чем они отличаются друг от друга? 

Тем, что только в области обычных целых чисел 
все пять з а ко нов счета всегда выполнимы 1 ; сле¬ 
довательно, в других (минимальных) расширениях области нату¬ 
ральных чисел относительно операции вычитания все или часть 
законов счета выполняются не всегда. . 

^Учитывая запросы практики математических исследова¬ 
ний, из всех возможных минимальных расширений области нату¬ 
ральных чисел относительно операции вычитания выбирают 
обычную арифметику целых чисел, для чего и условливают¬ 
ся сравнивать их по величине, складывать и умножать так, 
как это принято делать в теории пар первой ступени. Таким 
образом, в учении о целых числах все «условно» ровно постольку, 
поскольку «условен» выбор одного из многих реальных пу¬ 
тей расширения понятия натурального числа. 

Последний вывод, только в отрицательной форме, по существу 
был получен во второй половине XIX в. Фробениус показал, что, 
каким бы способом ни расширять область комплексных чисел до 
области гиперкомплексных чисел, обеспечить в последней выпол¬ 
нимость всех законов счета невозможно. 

Глава вторая 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА 
§ 1. Чем занимается математическая логика 

Математическая логика — это дисциплина, которая начала 
интенсивно развиваться с конца прошлого столетия. В самом на¬ 
звании «математическая логика» отражено то, что первые задачи 
и проблемы ее были логические, к разрешению которых привле¬ 
кался математический аппарат, или, точнее сказать, на первых 
порах алгебраическая символика. В попытке применить алгебраи¬ 
ческую символику к логике ничего необычного нет. Обозначения 
А, /, О, Е для различного рода суждений, применялись еще во 
времена Аристотеля, т. е. задолго до систематического введения 
буквенных обозначений в математике. 

1 Доказательство этого утверждения обычно приводится в курсах высшей 
алгебры. 
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В связи с тем, что математические формулы и другие услов¬ 
ные формулы*являются.не только обозначением, .но и выражают 
связи между элементами, которые ими соединены, они довольно 
широко применяются помимо математики. 

В формальной логике записывают при помощи условных обо¬ 
значений фигуры силлогизма. Широко применяются различные 
виды формул в химии. К- Маркс в «Капитале» часто применяет 
самые различные формулы: «2 товара А = и товара В, или = ѵ 
товара С, или = ш товара О, или = х товара Е, или = и т. д.» *. 
В другом месте: «Товары, цены которых определены, все прини¬ 
мают такую форму: а товара А = х золота; Ь товара В = у зо¬ 
лота; с товара С = г золота и т. д., где а, Ь, с представляют оп¬ 
ределенные массы товарных видов А, В, С, а х, у, г — определен¬ 
ные массы золота» 1 2 . 

Напомним еще широко распространенные формулы, введен¬ 
ные впервые К. Марксом: «Итак, процесс обмена товара совер¬ 
шается в виде следующей смены форм: 

Товар — Деньги — Товар. 

Т — Д — Г». 3 

«Но наряду с этой формой мы находим другую, специфически 
отличную от нее, форму Д — Т — Д» 4 . «Поэтому полная форма 
рассматриваемого процесса выражается так: 

Д — Т — Д', где Д' =Д+ ДД» 5 . 

Такого рода символические буквенные выражения служат це¬ 
лям лучшего понимания и наглядности. 

В обыкновенной логике существуют определенные правила 
преобразования предложений, между предложениями существуют 
определенные отношения. Если эти предложения и отношения 
записать при помощи буквенного исчисления, то с ними можно 
оперировать по определенным, правилам. Введение буквенного 
исчисления дает возможность сохранить и уяснить путь, который 
ведет к окончательному результату. 

Первую попытку превратить логику в некоторое буквенное 
исчисление сделал Лейбниц. Конечную цель этого построения он 
видел в том, что наступит время, когда вместо того, чтобы спо¬ 
рить, люди возьмут бумагу и карандаш и начнут вычислять. Он 
предпринял попытку распространить буквенное исчисление Виета 
и Декарта на логику. 

У него была обширная идея реформы всех наук при помощи 
универсального'научного языка и исчисления рассуждений. Под 
исчислением рассуждений он понимал что-то похожее на то, что 


1 К Маркс, Капитал, т. I, Госполитиздат, 1949, стр. 69. 

2 Там же, ст^. 104. 

3 Т а м же, стр. 112. 

4 Т а м же, стр. 154. 

8 Т а м же, стр. 157. 
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сейчас называют исчислением высказываний. В создании такого 
исчисления он достиг некоторых успехов. « 

Эта попытка Лейбница была забыта в первую очередь пото¬ 
му, что ни в одной из областей науки того времени не было по¬ 
требности в новом логическом аппарате. Все области науки пока 
еще хорошо обходились старой логикой. Эти попытки возобнови¬ 
лись. вновь только в XIX столетии. 

В XIX столетии для многих вопросов науки вопросы логики 
стали актуальными и центральными. В первую очередь это отно¬ 
сится к математике после открытия Н. И. Лобачевского. 

Вопросы теории доказательств, исследование методов реше¬ 
ния задач и другие подобные вопросы были очень близки к ло¬ 
гическим проблемам. 

В связи с развитием аксиоматического метода, метода интер¬ 
претаций и многих других методов к концу XIX столетия логи¬ 
ческие вопросы приобрели уже решающее значение для разви¬ 
тия самой математики. Математики при решении этих вопросов 
столкнулись с глубокими проблемами логики. 

Первые работы, связанные с возобновлением попыток ввести 
в логику алгебраическую символику, не были еще связаны с этими 
проблемами математики. Это работы А. де Моргана-, Буля, Дже- 
вонса, Шредера, Грассмана. , 

Работа Буля, опубликованная в Лондоне в 1854 г., была пер¬ 
вой большой работой по математической логике с довольно бога¬ 
тым содержанием. В этой работе впервые появились операции 
математического типа, примененные к логике. Но основные поня¬ 
тия излагаются в ней часто неточно; кроме того, несовершенство 
обозначений и необоснованность приемов привели к тому, что эта 
работа долгое время не находила последователей. 

Следующая значительная работа по математической логике 
принадлежит Грассману (1872), в которой достаточно . строго 
изложена система обозначений и правила действий в математи¬ 
ческой логике. 

Наиболее полная работа этого периода — это работа Шредера 
(1877), в которой последовательно излагаются основы математи¬ 
ческой логики с простыми и строгими обозначениями. Шредер в 
основном посвятил свою работу усовершенствованию и формаль¬ 
ному обоснованию приемов Буля. И действительно, с формаль¬ 
ной стороны его работа значительно обстоятельнее работы Буля. 
Недостатком работы Шредера является то, что он совсем не 
касается основ исчисления, ничего не, говорит о смысле формул. 
В его работе совершенно неясен логический смысл всех излагае¬ 
мых формальных приемов. 

Работа Джевонса (1873) появилась в русском переводе в 
1881 г. под названием «Основы науки». Теория умозаключений в 
этой книге в известном смысле облечена в математическую фор¬ 
му. Приемы, предлагаемые Джевонсом, отличаются отчетли¬ 
востью. Но эти приемы очень примитивны, поэтому требуется 
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громадное количество выкладок для достижения простых заклю¬ 
чений. . . . 

Завершил первый период развития математической логики _ 
казанский астроном и математик П. С. Порецкий. Он критически 
подошел к работам своих предшественников, значительно их 
обобщил. 

Порецкий ввел удобную символику, обосновал и логически 
проанализировал все операции и полученные результаты. Кроме 
того, Порецкий решил две основные логические задачи, которые 
возникли тогда в математической логике: 1) Получить все воз¬ 
можные выводы из данных посылок. 2) Установить, из каких по¬ 
сылок мог получиться данный вывод. 

У Порецкого не было никакого сомнения, что математическая 
логика является логикой. Он писал: «Математическая логика по 
предмету своему есть логика, а по методу математика. Что она 
есть логика, с этим согласится каждый»'. 

Порецкий разработал основные алгоритмы, позволяющие ре¬ 
шить для исчисления высказываний весь круг задач, связанных с 
так называемой проблемой разрешимости. Он ставил задачу по¬ 
лучить наиболее простое и практически легко осуществимое 
рёшение и достиг при этом исключительной простоты и эффектив¬ 
ности. Порецкий решительно выступил против сведения матема¬ 
тики к логике и хорошо понимал ограниченность именно логиче¬ 
ских возможностей математической логики. 

Но в конце прошлого века положение изменилось.- Проблемы 
логики к этому времени приобрели большое значение для разви¬ 
тия математики. Это было связано с особенностью развития 
математики того периода. Наиболее характерными чертами это¬ 
го периода были бурное развитие аксиоматического и теоретйко- 
множественных методов и проникновение их в различные матема¬ 
тические дисциплины. Актуальными становились новые вопросы, 
носящие во многом логический характер. Это вопросы о выводи¬ 
мости или невыводимости тех или иных положений из опреде¬ 
ленных посылок,, о разрешимости или неразрешимости задач 
теми или иными методами и средствами; это вопросы установления 
логических связей между различными математическими понятия¬ 
ми, а также между целыми математическими теориями и др. 

На этом новом этапе развития математики, кроме новых во¬ 
просов, возникали и совершенно новые трудности, которые также 
во многом касались логических вопросов. Основные трудности 
сводились к следующему: 1) к применимости законов формаль¬ 
ной логики к бесконечному числу предметов (в первую очередь 
это относилось к закону исключенного третьего), 2) к объяснению 
и определению парадоксов, возникающих в теории множеств, 
3) к изучению структуры и сущности математических доказа¬ 
тельств. 

1 «Собрание протоколов заседаний секций физ.-мат. наук О-ва естество¬ 
испытателей при Казанском ун-те», Казань, 1884, стр. 1. 


187 



Чтобы ясна была природа этих трудностей, кратко остано¬ 
вимся на каждой из них. Закон исключенного третьего читается 
так: из двух противоречащих суждений по крайней мере одно 
истинное. Закон исключенного третьего позволяет установить 
истинность предположения на основании доказательства ложно¬ 
сти его отрицания. На этом основаны все доказательства от про¬ 
тивного. Если предположим, что суждение А неверно,'и мы при¬ 
ходим к противоречию, то истинность суждения А считается до¬ 
казанной. Такое заключение об истинности суждения А на основе 
доказательства ложности его отрицания является правильным 
только в том случае, когда из двух суждений А или не-Л по 
крайней мере одно истинно, т. е. когда применим закон исключен¬ 
ного третьего. Такими суждениями, например, будут: «среди дан¬ 
ного количества книг есть книга В» и «среди данного количества 
книг нет книги В». Действительно, по крайней мере одно из этих 
суждений истинное. 

Вопрос б применимости или неприменимости закона исклю¬ 
ченного . третьего нельзя решать формально, необходимо рассма¬ 
тривать содержание суждений и области, к которым они при¬ 
меняются. 

В математике вопрос о применимости или неприменимости 
закона исключенного третьего возникает довольно часто. Напри¬ 
мер, этот вопрос возникает в связи с различием между неэффек¬ 
тивными доказательствами существования, или, как еще иногда 
говорят, чистыми доказательствами существования и способами 
конструктивного построения искомого предмета. В то время как 
неэффективное доказательство существования, как правило, 
производится при помощи закона исключенного третьего, постро¬ 
ение искомого предмета осуществляется без применения этого 
закона. 

В современной математике имеется целое конструктивное на¬ 
правление, которое не пользуется законом исключенного третьего. 

Рассмотрим пример. Пусть нам удалось записать бесконечное 
разложение числа я . Построим такую последовательность чисел: 
под каждым из десятичных знаков числа тг будем подписывать 1, 
пока не дойдем до первого нуля, под нулем подпишем нуль, а 
затем под следующими десятичными знаками будем подписывать 2, 
пока не дойдем до следующего нуля, затем нуль и тройки и т. д., 
после 9 мы будем подписывать 10, затем 11 и т. д. Мы получим’ 
такую последовательность: 

7і = 3,1416... 0... 0... 0... 

1111...102. ..203. ..33044... 

Докажем, что в так построенной последовательности будет 
существовать число, которое повторяется бесчисленное число раз. 

Допустим, что нуль в разложении п встретится конечное 
число раз, тогда последняя цифра нашей последовательности 
будет повторяться бесконечное число раз. Если же нуль в разло- 
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жении числа я встретится бесконечное число раз, то и в нашей 
последовательности нуль- встретится бесконечное число раз. 

Как видим, доказательство ничего нам не говорит, каково это 
число т. е. оно является неэффективным доказательством чгуще- 
ствования. Здесь применяется закон исключенного третьего, так 
как мы предполагаем, что нуль в разложении встретится или ко¬ 
нечное или бесконечное число раз. 

Если же мы утверждаем, что всякое квадратное уравнение 
имеет два корня, то это следует из того, что мы владеем форму¬ 
лой для нахождения этих двух корней. В этом случае закон ис¬ 
ключенного третьего не применяется, так как он не нужен. Каж 
дое конструктивное доказательство всегда дает средство построе¬ 
ния объекта, существование которого доказывается. 

Вопрос о применимости закона исключенного третьего возни¬ 
кает и в других случаях, например в связи с различием в пони¬ 
мании отрицания и др. Особо важным оказалась необходимость 
обосновать возможность применения этого закона к бесконечным 


ооластям. _ 

Второй трудностью были парадоксы, возникающие в теории 
множеств. Это имело большое принципиальное значение, так как 
методы теории множеств, теоретико-множественное обоснование 
проникали во многие математические дисциплины. 

Рассмотрим один из самых известных парадоксов, так назы¬ 
ваемый парадокс о нормальных множествах. Нормальное мно¬ 
жество — это такое множество, которое не содержит самого себя 
как элемент. Например, множество всех натуральных чисел не.яв¬ 
ляется натуральным числом, т. е. множество натуральных чисел 
будет нормальным множеством. Как легко видеть, любое конеч¬ 
ное множество будет также нормальным множеством. Ненор¬ 
мальное множество — это такое множество, которое содержит 
само себя как элемент. Примером здесь может служить множе¬ 
ство всех множеств, которое, конечно, содержит себя как элемент. 

Ставится вопрос: каково будет множество всех нормальных 
множеств — нормальное или ненормальное? 

Если оно нормальное, т. е. не содержит себя как элемент, то 
оно должно входить во множество всех нормальных множеств, а 
если оно входит в это множество, то оно является ненормальным, 
так как содержит само себя как элемент. Исходя из предполо¬ 
жения, что множество всех нормальных множеств нормальное, 
мы пришли к выводу, что оно ненормальное. 

Если оно ненормальное, т. е. содержит себя как элемент, то 
оно не должно входить в множество всех нормальных множеств, 
т. е. множество всех нормальных множеств должно быть нор¬ 
мально. Исходя из предположения, что множество всех нормаль¬ 
ных множеств ненормальное, мы пришли к выводу, что оно нор¬ 
мальное. 

Рассмотрим еще один парадокс. Известно, что множество 
всех подмножеств любого множества имеет мощность, большую 
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мощности самого множества. Рассмотрим множество всех мно¬ 
жеств. Множество всех подмножеств этого множества имеет мощ¬ 
ность большую, чем мощность множества всех множеств. С дру¬ 
гой стороны, множество всех подмножеств есть только подмно¬ 
жество множества всех множеств; следовательно, мощность его 
как множества не больше множества всех множеств. Мы пришли, 
как и в первом парадоксе, к противоречию. 

Часто в литературе по логике, а также в различной популяр¬ 
ной литературе парадоксы теории множеств приводятся без явно¬ 
го употребления понятия множества в различных занимательных 
вариантах. 

Рассмотрим один из примеров. На листке бумаги на одной 
стороне написано: «Написанное на обратной стороне — истинно, 
а на обратной стороне написано: «Написанное на обратной сто¬ 
роне — ложно». 

Предположим, что первая надпись есть истинное предложение, 
переворачиваем листочек и читаем, что на обратной стороне на¬ 
писана ложь; поворачиваем к себе первую надпись, которая по¬ 
лучается ложной. Итак, сделав предположение, что надпись 
«написанное на обратной стороне — истинно» является истинным 
предложением, мы пришли к выводу, что оно ложное. 

Предположим, что эта надпись ложная. Переворачиваем листо¬ 
чек и читаем: «Написанное на обратной стороне — ложно». Это 
предложение по нашему предположению ложно, тогда истин¬ 
ным предложением будет: «Написанное на обратной сторо¬ 
не—истинно». Поворачиваем листочек нашби первой записью 
и заключаем, что она истинна. Сделав предположение, что 
надпись «Написанное на обратной стороне — истинно» являеі-ся 
ложным предложением, мы пришли к выводу, что оно истинное. 

Такое же самое противоречие мы получим, если будет исхо¬ 
дить из надписи: «Написанное на обратной стороне — ложно». 

Структура парадокса свойственна и шуточному рассказу о 
брадобрее. Одному солдату приказали брить в своей войсковой 
части всех тех и только тех, которые не бреют сами себя. Брить 
ли ему себя? Ясно, что и в случае, если он будет брить себя, и в 
случае, если он не будет брить себя, он не выполнит приказание. 

Аналогичных парадоксов мржно привести много. 

Посмотрим, почему возник вопрос о выяснении структуры и 
сущности математического доказательства. Раньше математики 
рассуждали так: если исходные посылки верны и если веети до¬ 
казательство по законам формальной логики, то полученный ре¬ 
зультат также будет верен. Но мы уже видели, что не всегда 
можно применить все законы формальной логики (например, к 
бесконечным множествам), а также, не всегда применяя закон 
формальной логики, мы получим определенный ответ (например, 
в парадоксах теории множеств). 

Были различные попытки преодолеть эти трудности. Наи- 
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большее распространение получила в свое время попытка Цер- 
мело. Цермело задал систему аксиом для обоснования теории 
множеств. Из этой системы аксиом он пытался вывести все 
свойства множеств, изучаемые в теории множеств. Среди акриом ѵ 
которые приводит Цермело, имеется аксиома, которая теперь 
носит его имя (аксиома Цермело). С этой аксиомой в свою оче¬ 
редь связан целый ряд принципиальных трудностей. 

С разработкой теории множеств возникло новое понятие бес¬ 
конечности, так называемой актуальной бесконечности, в отличие 
от потенциальной бесконечности классической математики. Мно¬ 
гие математики выступали против этого нового понятия, которое 
в м-атематических доказательствах стало играть существенную 
роль. 

Все это требовало более глубокого, отвечающего новому раз¬ 
витию науки, обоснования математики. В частности необходимо 
было ответить на вопросы, что значит доказать в математике и 
кйкими средствами при каких доказательствах можно пользо¬ 
ваться. 

Мы здесь только указали на часть возникающих вопросов и 
проблем, так как сколько-нибудь подробное освещение этих во¬ 
просов увело бы нас далеко в сторону *. 

Нельзя, конечно, рассматривать эти трудности изолированно 
друг от друга, а также изолированно от других вопросов, возник¬ 
ших в математике того периода. Все эти вопросы являются новы¬ 
ми вопросами, связанными с ростом математики с переходом на 
новую ступень развития. Все они тесно связаны с вопросами ло¬ 
гики, часто трудно даже различить логцческий или математиче¬ 
ский тот или иной вопрос. Самое же главное заключается в том, 
что ни средствами формальной логики, ни средствами математи¬ 
ки того периода на эти вопросы нельзя было дать ответы. Основ¬ 
ным аппаратом для решения этих вопросов стал аппарат мате¬ 
матической логики. С этого момента математическая логика ста¬ 
ла бурно развиваться, в первую очередь усилиями математиков. 
Математическая логика под влиянием выдвинутых проблем раз¬ 
вивала свой аппарат, возникали внутренние проблемы самой ма¬ 
тематической логики. Математическая логика из чисто логической 
науки стала постепенно превращаться в математическую науку, 
в которой большое место оставалось за решением логических 
проблем. 

§ 2. Исчисление высказываний 

Для того чтобы получить представление о математической 
логике, а также показать ее значение, необходимо ввести аппа¬ 
рат, хотя бы простейшего из логических исчислений, которое 
называется исчислением высказываний. 

Будем рассматривать суждения только с точки зрения их ис¬ 
тинности и ложности и обозначать их через А,В,С,... Эти сужде- 

1 Отсылаем читателя к книжке: В Н. Молодгаий, Эффективизм в ма¬ 
тематике, гл. I, М., 1938- где эти вопросы освещены. 
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ния могут принимать только два значения: истину — «Я», 
ложь — «Л». 

Суждения связываются друг с другом логическими связками 
«и», «или», «если — то» и др. Посмотрим, какие значения с точ¬ 
ки зрения истинности и ложности принимают сложные суждения, 
если известны значения суждений, их составляющих. Сложное 
суждение «А и В » будем обозначать А & В. 

Высказывание А & В считается истинным только в том слу¬ 
чае, когда истинны оба высказывания — и Л, и В. Запишем значе¬ 



ние этого сложного суждения в зависимости от значений А и В 
в виде такой таблички (черт. 21). 

Такое употребление связки «и» вполне соответствует употреб¬ 
лению союза «и» в обычной речи. 

Сложное суждение «А или В» будем обозначать через А V В. 

Высказывание А V В ложно только в том случае, когда лож¬ 
ны оба высказывания — и А, и В. 

Значения этого сложного суждения запишем также таблич¬ 
кой (черт. 22). 

Это соответствует в обычной речи так называемому неразде¬ 
лительному «или». Слово «или» употребляется в русском языке 
в очень различных значениях. Наиболее часто встречается упо¬ 
требление в разделительном и неразделительном смысле. Разде¬ 
лительное «или» соединяет предложения, которые не могут быть 
верны одновременно. Например: я пойду домой или я пойду в 
театр. Неразделительное «или» соединяет предложения, которые 
могут быть верны одновременно. Например: через несколько ми¬ 
нут подойдет трамвай или подойдет автобус. 

Так как высказывание Л & В истинно только в том случае, 
когда истинны как А, так и В, а высказывание А < В ложно 
только в том случае, когда ложны как А, так и В, то связки & 
и V двойственны друг другу. Эта двойственность значительно 
упрощает исчисление высказываний. 

Сложное суждение «если А —-то В» будем обозначать симво¬ 
лически так: А В. Значение этого сложного суждения (кото- 
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рое в математической логике называется импликацией) введем 
также табличйьй (черт. 23). 

Здесь следует сделать бдно замечание. Уже употребление 
значка V не совсем адекватно отражает употребление связки. - 
«или» в речи. Это относится и к знаку -> ; он не с полным сов- 
падением передает смысл связки «если... то», Тем более, что эта 
связка имеет очень разнообразные оттенки в разных контекстах. 

Описанное нами и таблично заданное значение выражения 
А В отражает многие стороны этой связки. 
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Черт. 24 


К основным логическим связкам относится также отрицание 
суждения, которое обозначается черточкой над суждением и оп¬ 
ределяется следующим образом. Если А истинно, то его отрица¬ 
ние А ложно, и наоборот, если А ложно» то А истинно. 

В виде таблички это можно записать так, как показано на 

черт. 24. ■ „ 

Ввиду того что в понимании логических операции и в первую 
очередь в понимании импликации возникает наибольшее число 
недоразумений, остановимся на этом вопросе несколько по¬ 
дробнее. * 

Следствие в обычной речи выражается в разных формах, но 
очень часто для этой цели употребляют условные суждения. Мно¬ 
гие теоремы сформулированы в виде условных суждений. На¬ 
пример: «Если стороны одного угла соответственно параллельны 
сторонам другого угла, то такие углы или равны, или в сумме 
составляют два прямых». Более того, любую теорему можно за¬ 
писать в форме условного суждения. Например, имеется теоре¬ 
ма: «Стороны угла, пересекаемые рядом параллельных прямых, 
рассекаются ими на пропорциональные части». Ее можно сфор¬ 
мулировать следующим образом: «Если стороны угла пересе¬ 
каются рядом параллельных прямых, то они этими прямыми рас¬ 
секаются на пропорциональные части». Уже из одного этого мож¬ 
но сделать заключение о большой роли импликации в математи¬ 
ческих доказательствах. В процессе доказательства импликация 



играет большую роль, так как она по существу является попыт¬ 
кой формализовать доказательство. 

Истинность условного ' суждения в целом связана с истин¬ 
ностью суждений — его частей. В случае истинности условного 
суждения «если А, то В», истинность А обусловливает истинность 
суждения В, ложность суждения В обусловливает ложность су¬ 
ждения А. В случае ложности А нельзя сделать заключения об 
истинности или ложности В, так же, как в случае истинности В 
нельзя заключить об истинности или ложности А. 

Распределение значений истинности в условном суждении 
отражено в определении импликации. Таким образом, в опреде¬ 
лении импликации отражены существенные свойства условного 
суждения. Однако импликация не отражает полностью свойств 
условного суждения, а тем самым ^следствия. 

Для истинности импликации Ь н$ требуется содержатель¬ 
ной связи между суждениями а и Ь. Истинность а -> Ь зависит 
только от истинности или ложности суждений а и Ь. В обычной 
речи объединение двух суждений союзами «и», «или», «если — 
то» и т. п. дает суждение, имеющее определенный смысл как но¬ 
вое целое суждение. В истинном сложном суждении при соеди¬ 
нении двух суждений союзом отражается объективная связь, су¬ 
ществующая между теми явлениями или свойствами предметов, 
которые записываются в каждом из суждений, составляющих 
сложное суждение. Например, суждение «если дождь идет, то 
земля мокрая» отражает реально существующую обусловленность 
между явлениями. В обычном языке два предложения не соеди¬ 
няются в сложное суждение при помощи союза просто меха¬ 
нически. ... 

В определении импликации мы не вникаем в смысл сужде¬ 
ний (помимо того, что суждения истинны или ложны) и их со¬ 
держательную связь между собой. Все суждения, как простые, 
так и сложные, мы делим на два вида: истинные суждения и 
ложные суждения. 

Мы считаем все истинные,суждения, так же как и все ложные 
суждения, эквивалентными между собой. 

Основное свойство импликации формулируется еще так: «Из 
лжи следует все, что угодно, т. е. как истина, так и ложь; истина 
следует из всего, что угодно, т. е. как из лжи, так и из истины». 
Это можно записать в виде р^(д^-р) и р-+(р-^д). 

Другими словами, получается, что если суждение ложно, то 
из него следует любое суждение, а если суждение истинно, то 
оно следует из любого суждения. Здесь хорошо видно, что .импли¬ 
кация не совпадает с понятием следования, хотя и отражает его 
существенные свойства. 

Как мы видели, операция, обозначаемая V и тем более опе¬ 
рация, обозначаемая -> , не совсем адекватны выражениям «или» 
и «если—то» в обыкновенной р^чи, а отражают только их суще^ 
ственные стороны. Но следует отметить, что в математических 
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доказательствах и рассуждениях эти операции (V.-*-) очень широ¬ 
ко употребляются. Это явилось одной из важнейших причин рас¬ 
смотрения в математической логике именно этих операций. 

После того как мы ввели символы для объектов и символы* - 
для определенных операций над этими объектами (&, Ѵ,-+, )і 
мы по’ существу получили некоторое исчисление, напоминающее 
алгебру (иногда это исчисление и называют алгеброй логики). 

Всякое сложное суждение в дальнейшем мы будем называть 
формулой. Простые суждения также являются формулами. 

Логические операции не являются независимыми друг от дру¬ 
га. Один из них можно выражать через другие так, что при этом 
получаются эквивалентные формулы, т. е. такие, которые истинны 
и ложны при одних и тех же значениях входящих в них сужде¬ 
ний. Например: _ __ . 

А-*-В эквивалентно АѵВ и эквивалентно а&В 
А&В эквивалентно АѴ В 

А эквивалентно А 1 

(Читатель легко может доказать это самостоятельно). 

Действия & и V подчинены законам коммутативности и 
ассоциативности. Операция & дистрибутивна относительно опе¬ 
рации ѵ, Т. е. А & {В ѵ С) = {А & В) V (А & С), и, наоборот, 
операция V дистрибутивна относительно операции &, т. е. 
А У {В & С) = {А V В) & {В V С). Это означает, что в исчислении 
высказываний мы символы А, В, С... йожем выносить за скобки, 
группировать и т. п., так же как и в обыкновенной алгебре, 
причем принято символ & отождествлять с умножением, а сим¬ 
вол V со сложением. 

Большое значение в исчислении высказываний является уста¬ 
новление, к какой из трех возможных видов формул относится 
данная формула — к тождественно истинной, к выполнимой или 
невыполнимой (тождественно ложной). 

Тождественно истинной называется такая формула, которая 
принимает значение истины при всех значениях входящих в нее пе¬ 
ременных суждений. Такова будет, например, формула А -*■ {А -*■ В). 
Установим это путем составления соответствующей таблицы 
(черт. 25). 

Тождественно истинными будут также, например, формулы: 

А-*(В-+А); А&{А В) -+В-, А-*-{В-*- {А&В)) и др. ■ 

Формула называется выполнимой, если она принимает значе¬ 
ние истины только при некоторых значениях входящих в нее пе¬ 
ременных суждений, например А V В; А -* А и др. 

Формула называется невыполнимой или тождественно Лож¬ 
ной, если при всех значениях входящих в нее переменных она 
при нимает значение лжи. Такова будет, например, формула 
В& {А V В). Установим это при помощи соответствующей табли¬ 
цы (черт. 26). 

13* 
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, „■ Черт. 26 

Отрицание тождественно истинной формулы будет тождест¬ 
венно ложно и наоборот. 

Основная характерная черта аксиоматического метода в ма¬ 
тематике заключается в том, что в основу рассматриваемой те¬ 
ории кладутся некоторые предложения, называемые аксиомами 
и далее, исходя из этих предложений, применяя определенные 
правила вывода, получаем другие предложения, которые назы¬ 
ваются теоремами. Формулировка определенных правил вывода 
является необходимым элементом каждого аксиоматического по¬ 
строения. І 

Часто при аксиоматическом построении ограничиваются-пере-' 
числением аксиом, а при получении, теорем применяют те логиче¬ 
ские средства, которые считаются подходящими для данного 
случая. Такое построение теории не. является последовательно 
аксиоматическим. Обязательно нужно формулировать те прави¬ 
ла вывода, которыми можно пользоваться в данной теории при 
доказательстве теорем. ѵ ^ 

Возьмем некоторые из всегда истинных формул, которые в 
исчислении высказываний приняты за аксиомы, а также выпи¬ 
шем правила вывода для исчисления высказываний 
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Аксиомы: 

1) Л-*(В-*-А); 

2) (А -* (В-* С ))-* ((А -*■ В)-* (А -> Г С )); 

3) (А&В)-+ А; . 

4) ( А&В)-*В ; 

5) А-*(В-*(А&В))\ 

6) (А-*С)-Ч(Б-*С)-*((АѴЯ)->С)); 

7) А->(АѴ5); 

8 )В->(4ѴВ): 

9)А-(А-*В); 

10) (А-+В)-+ ((А -+В)-* А); 

11) АѴЛ. 

Аксиомы в исчислении высказываний (так же как аксиомы в 
любых других математических теориях) нужны для представле¬ 
ния этого исчисления в формализованной дедуктивной форме. 

Правила вЫ|ОДа 

1) Правило подстановки. Из уже выведенной формулы или 
аксиомы получается новая выведенная формула путем подста¬ 
новки всюду вместо какой-либо логической переменной произ 

вольной формулы. . . „ Л 

2) ПР авило вывода заключений. Из формул а и а о выво¬ 
дится формула Ь. / 

Правила вывода отражают переход от общего к частному 
и вывод следствий из доказанных посылок. Этих правил доста¬ 
точно, чтобы вывести любые всегда истинные утверждения, запи¬ 
санные в символах исчисления высказываний. 

Как нетрудно- видеть, аксиома 11 есть закон исключенного 
третьего. То исчисление высказываний, где принимаются все 11 
аксиом, называется классическим исчислением высказывании. 
А если принять за аксиомы только первые 10 (без закона исклю¬ 
ченного третьего), получим так называемое конструктивное исчис¬ 
ление высказываний, в котором закон исключенного третье го не 

выводим. Закон противоречия, который запишется как А&А, вы¬ 
водится в обоих исчислениях. 

Возможно ли для каждой формулы выяснить, является ли она 
тождественно истинной или нет? Решив эту задачу, мы сразу 
получим способ узнавать, будет ли данная формула выполнимой 
или нет. Это так называемая проблема разрешимости. В матема¬ 
тической логике она ставится для всех логических систем, а не 
только для исчисления высказываний, где проблема разрешимо¬ 
сти легко решается. 
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Но при помощи исчисления высказываний невозможно полу¬ 
чить даже заключение в форме силлогизмов; а без этого, конеч¬ 
но, нельзя себе представить математического доказательства. Про¬ 
исходит это потому, что в исчислении высказываний мы рассмат¬ 
риваем каждое высказывание как единое целое, интересующее 
Нас только с точки зрения его истинности или лжи. Но в логиче¬ 
ских заключениях существенную роль играет внутренняя струк¬ 
тура высказываний, логическая связь внутри высказывания, в 
первую очередь между субъектом и предикатом. 

Поэтому в математической логике, кроме исчисления выска¬ 
зываний, вводят так называемое одноместное исчисление преди¬ 
катов, которое при нисколько иной трактовке называется исчисле¬ 
нием классов. 

В этом исчислении под буквами А, В, С... мы. будем понимать 
не высказывания, а предикаты, которые характеризуют субъект. 
Предикатами, например, будут: черный, смертный, красивый 
и т. п. ■ 

Формулы, которые получаются при применении уже нам из¬ 
вестных логических знаков &, Ѵ>^,~к предикатам А, В, С..., 
будут являться сложными предикатами. При таком рассмотрении 
всегда истинными формулами будут такие формулы, которые 
при замене букв А, В, Сл на любые предикаты, дают предикат, 
принадлежащий всем предметам. При такой интерпретации фор¬ 
мул система всегда истинных формул будет совпадать с всегда 
истинными формулами в исчислении высказываний. Сохраняется 
также весь аппарат исчисления высказываний, только формулк 
принимают другое толкование. 

Можно еще и по-другому истолковать формулы исчисления 
высказываний. Будем рассматривать все предикаты по объему. 
Ясно, что каждому предикату соответствует определенное множе¬ 
ство предметов, для которых справедлив этот предикат. Будем 
теперь считать за объекты исчисления это множество предметов, 
которые определяет данный предикат. Это множество предметов 
называют классом. При такой интерпретации исчисление назы¬ 
вается исчислением классов. В этом исчислении, например, А 
обозначает класс предметов, не входящих в А; А& В — пересече¬ 
ние двух классов А и В, А У В — сумму двух классов и т. п. Под 
истинной формулой здесь понимают класс, состоящий из всех 
предметов. 

Все правила исчисления предикатов справедливы и для исчис¬ 
ления классов. При помощи исчисления высказываний и исчис¬ 
ления предикатов или исчисления классов возможно не только 
получитъ выводы, которые делаются при помощи формальной ло¬ 
гики, но стало возможным рассмотрение логических вопросов с 
более широкой и общей точки зрения^ Кроме того, исчисление 
высказываний играет первостепенное значение для математиче¬ 
ской логики еще и потому, что это исчисление является основой 
всех систем, рассматриваемых в математической логике 
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Олняко владея средствами только исчисления высказываний 
и ЛКЙ по.существу не выходим за рамки ари¬ 
стотелевской логики і получении выводов, хоти при атом и упро- 
вдаются сложные заключения. несколь- 

Для-возможности делать выводы в «® п А ^ни й а глав- 

ких предметов, в случае иесиллогастических кл - служат 

ное-для рассмотрения логических^ преди- 

другие исчисления; в первую очередь э У изложении этих 

катов и расширенное исчисление предикатов. На изложении эти 

исчислений мы здесь останавливаться не уд ■ пе дѵктив- 

В тех математических теориях, которые построе т А 
нп лопѵскается постановка вопросов о доказуемости и неп Р? _ 
воречивости. Для решения этих вопросов применяют метод ф р- 
мализации доказательств, очень широко "Р™® няе “ атемат и Ч ески^ 

тической логике. Для этого наряду с °бычн им . 

ми знаками в сущности употребляют нами У*® 1ВВ ^7яи-оовки 
волику для логических операции. После ЭТ0Г ° Ф Р У ? \ 

всех математических предложении (теорем акедом и т > 

можно полностью записать в виде формул. Применяя правила 
вывода, которые мы вообще применяем при выводе те °^ ется 
получаем новые формулы из уже шшестных Вывод У 
формальным. При переходе от одной формулы к другой не нуж 
но рассматривать смысл этих формул. Нужно только “ еА нп » 
чтобы были правильно применены правила при переходе , Д 
формулы к другой. 

Это напоминает алгебраические преобразования в аналитиче¬ 
ской геометрии, когда для правильности вывода нам не нужно 
при переходе от одной формулы к другой следить за их 
чесвдш истолкованием, а необходимо только следить чтобы пра¬ 
вильно применялись правила алгебраических преобразований. 

При таком подходе формула (теорема) считается выводимой 
если ее можно получить из первоначальных формул путем таких 
чисто формальных рреобразовании. Как мы видим, вопрос о вы¬ 
водимости той или иной теоремы решается принципиально до¬ 
статочно просто. 

В математике логические исчисления^ применяются в сочета¬ 
нии с аксиомами данной математической теории. ^ 

Теория считается непротиворечивой, если в ней не выводима 
никакая формула а вместе с ее отрицанием а. Задача установ¬ 
ления непротиворечивости различных дедуктивных теорий — одна 
из главных задач математической логики. 

Идея формализации доказательств принадлежит Д. 1 ильоер- 
ту. Это очень богатая идея, при помощи которой математики 
устанавливают выводимость той или иной формулы. Но, исходя 
из своих идеалистических установок, необоснованно раздувая 


1 Соответствующий материал можно* найти в книге Д. Г ил ь б ер т и 
В Аккерман, Основы теоретической логики (пер. с нем.), М., 1У4/. 
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одну из сторон этого метода, Гильберт стал на позиции форма¬ 
лизма в математике. К нему полностью относятся слова В. И. Ле-, 
нина: «... с точки зрения диалектического материализма философ¬ 
ский идеализм есть одностороннее, преувеличенное. йЬегзсЬмгеп^- 
ЛісЬез (Біеіг^еп) развитие (раздувание, распухание) одной из 
черточек, сторон, граней познания в абсолют, оторванный от ма¬ 
терии, от природы, обожествленный» 1 . Гильберт считал, что моЬк- 
но для всей математики создать единую дедуктивную теорию. Он 
пытался представить всю математику, как совокупность лишен¬ 
ных содержания формул, которые образуются по определенным 
правилам. Гильберт полагал, что при таком построении матема¬ 
тики отпадает необходимость в ее дальнейшем обосновании. Все 
философские и логические трудности отпадают сами по себе. 

Например, такой важный философский вопрос, как вопрос об 
истинности математических положений, формалисты сводили к 
проверке правильности применений правил преобразований к на¬ 
писанным формулам. То, что установка формалистов порочна, 
ясно при сопоставлении ее с диалектико-материалистической точ¬ 
кой зрения на математику. Но, что также очень важно, пороч¬ 
ность установки формалистов была установлена самой матема¬ 
тической логикой. Установки формалистов были опровергнуты 
теоремой Геделя. Так, развитие науки подтверждает диалекти¬ 
ческий материализм. 

Для выяснения содержания теоремы Геделя нужно ввести по¬ 
нятие полноты системы. Имеется несколько различных понятий 
полноты. Мы остановимся на одном из них. Исчисление считает¬ 
ся полным, если в нем доказуемые формулы совпадают с всегда 
истинными или, другими словами, если в этом исчислении выво¬ 
дима всякая формула, выражающая верное утверждение. 

Теорема Геделя говорит о несовместимости требований пол¬ 
ноты и непротиворечивости для широкого класса исчислений. По 
теореме Геделя непротиворечивое исчисление, если оно достаточ¬ 
но богато содержанием, не может быть полным относительно 
арифметики, т. е. это означает, что может быть построено верное 
арифметическое утверждение, записанное в виде фррмулы зна¬ 
ками данного исчисления, но не выводимое в, этом исчислении. 
Вместе с тем Гедель доказал, что непротиворечивость достаточно 
содержательного исчисления не*может быть доказана средства¬ 
ми самого исчисления. 

Отсюда следует, что нельзя создать единую дедуктивную тео¬ 
рию для всей математики, а именно, эту задачу и ставили перед 
собой формалисты. Более того, по теореме Геделя, даже ариф¬ 
метика натуральных чисел не может быть вся охвачена одной 
дедуктивной теорией 2 . Действительность богаче любой дедуктив¬ 
ной теории. 

* В. И. Лени н,' Философские' тетради, Госполитиздат, 1947, стр. 330. 
1957 ЭТ0М ^ В0П Р 0С У см * Клини; Введение в метаматематику, ГИИЛ, 
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§ 8. Математическая логика и счетные машины 

»5=«г=«=2 зк= 

п Р иложенийто ^ иной раздел математаки возникает и вна- 

чал? развивается из внутренних ™7не"нзд™”нная 

матиюи, ничего „цй, воз- 

крытием и развитием учения о комплексных числа , 

С ' иГнСта^ а ”р°ошла и математическая логика. Воз¬ 
никнув из внутренних потребностей математики и довольно дол¬ 
го н/^аходя никаких прямых практических приложений, на се¬ 
годняшний день математическая логика имеет глубокую принц - 
™ьнѵю связь с построениями автоматов и с машинной мате¬ 
матикой. Она широко применяется к электронным счетным, ма- 

ШИ Ниже ^ы^ассмс^^мНекоторые м" применений математиче- 

СК °В“больших вычислительных машинах, предназначенных для 
производства длинных серий операций, в том числе в электрод 
ных счетных машинах, используется двоичная система. Двоичная 
^ма счисления является позиционной системой с основани¬ 
ем 2. В двоичной системе используется только два знака. 11 и ь 
Как и во всякой позиционной системе, значение цифры зависит 
также от занимаемого ею места. Число 2 является уже единицей 
ГоГрГз И яда е и .записывается как 10. Каждая единица сле- 
дующего Р разряда в два раза б^ше предыдущей, ^онихо- 

ставляют последовательность чисел. 2, 2,2, . О о2?і . о 4 _і_ 

способ записи чисел в двоичной системе. Например, 22-1 2 + 
+0-2 3 +1 -2 2 +1 -2+0 -2°, т. е. 22 в двоичной системе запишет- 

ея - как 10 ІЮ* 

Двоичная система является наиболее простой в смысле «запи¬ 
си» числа в счетных машинах. Для фиксации чисел может быть 
использована любая физическая система, способная находиться 
в двух устойчивых положениях, отвечающих цифрам 0 и 1. 1 эки¬ 
ми системами могут быть лампочки, которые или светятся или 
нет электрические реле, по которым идет ток или не идет, в 
сокое или низкое напряжение цепи и много других систем, в пер¬ 
вую очередь электрических или магнитных. 

* Хотя использование двоичной системы и требует дополнитель¬ 
ных операций в связи с переводом десятичной записи чисел в 



\ двоичную и обратно, ею пользуются потому, что, как мы видели, 
в этой системе очень удобная фиксация чисел, а также потому, 
что в этой системе очень простая таблица умножения и таблица 
сложения. 


Действительно, таблицу умножения можно 
(черт. 27): 


записать так 


П СомЯ>^ 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 


Черт. 27 


ІСомн. 

Л Сочи. 

Произв. 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

О 

1 

0 

0 

0 

0 


Черт. 28 


Расположим ее по-другому (черт. 28). 

Таблица сложения будет выглядеть так (черт. 29): 



1 

0 

1 

10 

1 

0 

1 

0 


Черт. 29 


I Слаг. 

Е Слаг. 

Сумма 

1 

1 

10 

1 

0 

У 

0 

. 1 

1 

0 

0 

0 ъ 


Черт. 30 


Расположим ее по-другому (черт. 30). 10 здесь является еди¬ 
ницей следующего разряда. 

Эти таблицы точно совпадают с определениями операций' & 
и V в- исчислении высказываний, если вместо истины мы поста¬ 
вим 1, а вместо лжи 0. 

Оказывается, можно вообще установить эквивалентность ис- 
« ния высказываний и двоичной арифметики. Впервые это 
Ж? п Р°Ф есс °Р Московского университета И. И. Жегалкин 

7) ’д. построивши и логику высказываний как аналог 
двоичной арифметики. 
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Теперь ясно, что в вычислительных машинах, которые р 
тают с числами, записанными в двоичной системе, а почти в 
современные, машины работают с такой записью чисел, при - 
няется исчисление высказываний со своим разработанным аппа- . 

ратом. 

К более существенным применениям математической логики 

в вычислительной математике приводит Р аз Р^^ а ^пр^ил 
Алгоритмом называется всякая система формальных правил 
позволяющих автоматическим вычислением решать все задачи 
некоторого данного типа. 

Круг задач определенного типа считается разрешенным, если 
для их решения установлен определенный алгоритм. По существу 
всякий алгоритм есть предписание выполнить некоторое множе^ 
ство операций с числами, так как всякая конкретная задача к 
каким бы разделам математики она ни относилась, в конечном 
сче^Ь сводится к выполнению некоторой последовательности 
арифметических операций с числами. Нужно, конечно, иметь в 
виду что математические машины, решая ту или иную задачу, 
оперируют только с числами. Поэтому для того, чтобы при по¬ 
мощи машины можно было получить численное решение задачи, 
схема этого решения должна быть разработана во всех деталях 
и сводится к выполнению конечного числа таких операции, кото¬ 
рые умеет производить данная машина. 

Решение задачи при помощи алгоритма сводится к вьшолне^ 
нию конечной цепочки элементарных операции, выполняемых 

"“едГенном “орядке. Именно так ^«ѴІТыГчис”' 
хождение общего наибольшего делителя для ^ двух целых чисел, 
нахождение корней алгебраических уравнении и т. п. 

Алгоритм задается настолько формально, что “°* но пр0 ^ 3 ; 
кплить вычисления, т. е. решать, задачу, не вникая в ее содержа 
нио 1 Именно это позволяет алгоритмические задачи выполнять на^ 
машине. 1 

не ' 3аД дая которых 

гюка Х не Л удалось >І указать Алгоритма. 3 На^нец^существуют такие 

гмеют*алгоритма 0 ™ажно Й нё тольк^°н^одате а3 ал°оритм,°^° г Д а 
он существует но и доказать неосуществимость алгорит 
ма когда его нет. При этом совершенно необходимо общее опре¬ 
деление математического алгоритма, которое было вве ^ в ° ‘ 
у ку идеями и средствами математической логики. 0п Р в ^ енве 
математического алгоритма является одним из крупнейших до 
стажени^м^атематическои логики; только после этого стало воз¬ 
можным доказать несуществование алгоритма для некоторых 
проблем вначале в математической логике, а затем в с м и м 

"^разработке этих вопросов крупнейшие результаты принад- 



лежат советским математикам членам-корреспондентам АН СССР 
П. С. Новикову и А. А. Маркову *. 

В случае разработки понятия алгоритма мы имеем не про¬ 
стое применение теории к практическим вопросам, здесь на само 
развитие математической логики существеннейшую роль оказа¬ 
ла практика решения задач при помощи вычислительных машин. 

-Алгоритмические задачи, т. е. задачи, которые решаются 
строго по определенным правилам, встречаются не только в ма¬ 
тематике. К таким задачам, например, относится проблема пе¬ 
ревода с одного языка на другой, управление каким-либо авто¬ 
матическим процессом на производстве и мн.др. Все эти пробле¬ 
мы могут решать (и решают) современные электронные вычис¬ 
лительные машины. 

С чисто практической точки зрения особенную ценность пред¬ 
ставляют алгоритмы, приводящие к решению задачи наиболее 
коротким путем. Алгоритм, который требовал бы совершения не¬ 
скольких сотен тысяч операций, считался бы лишенным практи¬ 
ческой ценности. Но с применением быстродействующих счетных 
..іашин значительно расширилось число практически выполнимых 
алгоритмов. Поэтому за последнее время исследования по теории 
алгоритмов и построения самих алгоритмов приобрели актуаль- 
ный характер и значительно больший практический интерес. 

Никто не отрицает большого значения алгоритмов в матема- 
тике. Но нужно беспощадно отметать все формалистические те¬ 
чения, которые пытаются рассматривать всю математику как со- 
алг °Р и ™°в, ибо это противоречит диалектическому 
материализму, согласно которому нельзя смотреть на математику 
как на собрание правил преобразования, лишенных содержания! 
чо ^ аК всегда бывает, ложность всяких идеалистических и фор¬ 
малистических извращений опровергается не только их несоот¬ 
ветствием с диалектическим материализмом, но и самим разви¬ 
тием математики. В данном случае невозможность рассматои- 
вать всю математику как совокупность алгоритмов следует из 
доказательства несуществования алгоритмов для тех или иных 
типов задай. Это означает, что нельзя требовать возмоін Л 
построения универсальной системы алгоритмов, позволяющих 
решать все проблемы математики 2 . 


■ 1 Укажем на некоторые работы этих авторов, требующие для поним ЯНИа 
специальной математической подготовки. П. С. Нови Го^ Непазпешимпгт! 
ш'ТЙТГн" В те ° рии ^ упп - «Известия АН СССР*, се™" 
6 > п - с - Новиков, Об алгоритмической неразрешимости пооб- 
1955 тождества ®ь‘!“ рИ т ’ ГруПП ' «Труды Математического ин-та АН СССР*, 
АН СССР» 1954 49 к = ’/ е Т Я ал л гор ™ в ’ «Труды Математического ин-та 

нЖ як 

на основании этого уточнения. у 1 алгоритмов 

2 Более подробно вопросы, связанные с алгоритмами и вычис литр 
теТб Н по"т 0СВ д еЩеНЫ В Х0 Р° Ш0 написанной и доступной брошюре: Б. А. Трах- 
1957 Р Алг °Рнтмы и машинное ^ решение задач, Гостехиздат/ М, 
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§ 4. Применение математической логики в теории 
релейно-крнтактных схем 

Исчисление высказываний имеет очень важное техническіе 
применение в теории релейнб-контактных схем. 

Впервые возможность применения логики высказываний для 
релейно-контактных схем, и в частности для телефонных схем, 
была отмечена русским физиком П. С. Эрнфестом (19Ш). толь¬ 
ко в 1935 г. в своей неопубликованной работе, которая затем по¬ 
служила основой. кандидатской диссертации . 

(1938), советский ученый В. И. Шестаков дал 
строгое обоснование применения логики суж- I 
дений к теории контактных схем. / 

Замыкающими контактами называются та¬ 
кие контакты, которые при срабатывании за- | 
мыкаются, а размыкающими такие контакты, Черт 31 
которые при срабатывании размыкаются. 

Условимся обозначать замыкающие контакты маленькими 
буквами латинского алфавита а, Ь, с... и т. д., а размыкающие 
Контакты, обратные по действию замыкающим, обозначим а,Ъ,с... 
(черт. 31). 

Любой контакт может иметь два состояния. Когда контакт 
замкнут, ток проходит по цепи; когда контакт разомкнут, ток не 
проходит по данному участку цепи. 7 

Если а обозначает замыкающий контакт, то при его срабаты¬ 
вании ток по цепи идет. Тогда о обозначает размыкающий кон¬ 
такт и при его срабатывании ток не идет по данному участку це¬ 
пи (черт. 31). Прохождению тока через контакт поставим значе¬ 
ние 1, а разомкнутому состоянию поставим значение 0. Тогда 
каждый из контактов а, Ь, с..., а,Ь,с... может принимать два 
значения: 0'и 1. Мы можем теперь каждому из суждений исчис¬ 
ления высказываний, принимающих значение 1 (истины) или О 
(лжи), поставить в соответствие замыкающий или размыкающий 
контакт. 

Несколько контактов могут соединяться между собой, образуя 
контактную цепь. Соединение контактов может быть последова¬ 
тельным или параллельным. Последовательное соединение, на¬ 
пример, двух контактов а и Ь образует замкнутую цепь только 
в том случае, если замкнут каждый из контактов а и Ь. Ясно, что 
последовательное соединение контактов а и Ь будет соответство¬ 
вать соединению суждений й и Ь связкой «и», т. е. суждению 
а &Ъ, которое истинно только тогда, когда истинны оба суждения 
а и Ь. Соответственно структура (черт. 32) последовательного 
соединения Двух контактов а и Ь запишется формулой а • Ь 
(черт. 32). 

Совершенно аналогично логической связке «или» ставится в 
соответствие параллельное соединение контактов. 
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Суждение я V Ь истинно, когда истинно, по крайней мере Одно 
из суждении я или Ъ. По цепи я + 6 ток проходит в том случае, 
когда замкнут по крайней мере один из контактов (черт. 33). 


/• 


Черт. 33 


Табличное определение операций а-Ь и а + Ь в новой терми¬ 
нологии имеет следующий смысл: 


а 

Ь 

а • Ь 

а + Ь 

замкнуто 

замкнуто 

разомкнуто 

разомкнуто 

замкнуто 

разомкнуто 

замкнуто 

разомкнуто 

цепь замкнута 
цепь разомкнута 
цепь разомкнута 
цепь разомкнута 

цепь замкнута 
цепь замкнута 
цепь замкнута 
цепь разомкнута 



Черт. 32 


Эта таблица полностью соответствует чертежам-таблицам 21 
и 22, истинности соответствует замкнутость, а ложности разом- 
кнутость. 

Таким образом, для всякой контактной схемы, образованной 
любой комбинацией последовательных и параллельных соедине¬ 
ний, можно написать ее структурную формулу, которая состав¬ 
ляется так же, как сложное суждение в исчислении высказываний. 
и0щ ии в ид структурной формулы представляется функцией 
ее контактов. ™ 

П р и м е р. Для схемы, представленной на чертеже 34, струк¬ 
турная формула будет ѵу 

[а {й + с) + Ьй) е . 


Мы уже видели, что двум суждениям я и а в контактной 
два КОНтакта: замыкающий и размыкающий. 
фо П р е м Р улы е0бХОДИМО установить > как рассматривать отрицание 

Термин «отрицание схемы» не употребляется. Схемы, проти¬ 
воположные по действию, называются инверсными схемами. При 
одних и тех же условиях срабатывания контактов в обеих схемах 
™ замкнута, когда другая разомкнута, и наоборот. 
Структурная формула инверсной схемы по отношению к схеме 
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выраженной формулой [(а, Ъ, с...), будет обозначаться как 
Щ Ь, с...). . ' 

Например, схемы, выраженные формулами а -Ъ и а + Ъ, про¬ 
тивоположны по действию, т. е. будут инверсными. Это лёгко 
установить, так как в исчислении высказываний имеется следую¬ 
щая эквивалентность: а & Ь= а у Ъ (которую читатель легко мо¬ 
жет доказать). Отсюда следует, что суждение а & Ь истинно^когда 
а V Сложно, и, наоборот, суждение а & Ь ложно, когда а V Ь истин¬ 
но. Значит, если эти формулы выражают контактные схемы, то 

эти схемы инверсные. Это также 
видно из графического изображе¬ 
ния этих схем (черт. 35). 

Если контакты в одной схеме 
и другой сработали, т. е. в пер¬ 
вой схеме замкнулись, а во вто¬ 
рой разомкнулись, то в первом 





Г 


и 


Черт. 35 


случае цепь будет замкнута, а во втором разомкнута. Во всех 
остальных случаях, когда не сработал один из контактов или оба, 
первая цепь будет разомкнута, а вторая замкнута. 

Интерпретация логических операций контактными схемами 
была важным шагом в развитии теории контактных схем, так как 
впервые появилась возможность преобразования схем, основан¬ 
ная уже не на интуитивных методах, а на строгой математиче¬ 
ской теории. ^ 

Задача преобразования контактных схем состоит в упрощении 
схемы таким образом, чтобы получить схему более простую с 
меньшим числом контактов, но по действию равносильную 
данной. 

Контактные схемы являются равносильными, если обе цепи 
одновременно замкнуты и разомкнуты при одних и тех же состоя¬ 
ниях контактов в обеих схемах. Преобразования над схемами 
заменяются преобразованиями над их структурными формулами 
при помощи правил исчисления высказываний. Для преобразова¬ 
ния формул соответствующих схемам Используются следующие 
законы: _ ___ • _ _ 
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1) переместительные: 

/’ !. 

х+У = У + х , 

; (!) 

& 

II 

5? 

(Іа) 

2) сочетательные: 

(* + У) + 2 = X + {у + г ), 

(2) 

{ху) г = х (уг) ; 

(2а) 

3) распределительные: . 

(х + у) г = хг + у г , 

(3) 

ху+г = (х + г){у + г)\ 

(За) 

4) инверсии: 

* + У = х • у, 

( 4 ) 

ху = х + у. 

(4а) 


Легко проверить, что этим эквивалентным соотношениям со¬ 
ответствуют равносильные схемы. * 

Используя эквивалентные соотношения, а также понятие ин¬ 
версных схем, можно упрощать структурные формулы. 



,* 

Пример. Пусть нужно упростить схему, изображенную на 
чертеже 36. Структурная формула схемы имеет вид: 

(аЬ + Ь + Ьа + аЪ) с. 

Используя соотношение (За), сгруппируем члены по два: 

[а{Ь + Ь) + а(Ь+Ъ)]с. 

Как известно из алгебры логики Ь+Ь =1. Следовательно, полу¬ 
чаем: 

'■ [а- 1 +а- 1] = [а + а]с = с. 
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Итак, получим, что действие всей схемы равносильно дей¬ 
ствию контакта с. 

Мы здесь рассмотрели * применения логических операций 
«и» (§)и «или» (V) к контактным схемам. В более сложных 
схемах возможны применения других логических операции . 

Теория контактных схем послужила важным этапом в разви¬ 
тии теории релейно-контактных схем, которая успешно разраба¬ 
тывается советскими учеными. 

Релейно-контактная схема, помимо обмоток и контактов реле, 
может иметь контакты каких-либо ручных или автоматических 
переключений, а также сигнальные лампы, электромагниты и т. п. 

Разработка этих теорий служит решению задач различных 
отраслей современной техники, где используются современные 
методы управления производственными процессами: в автомати¬ 
ке, телемеханике, релейной защите и т. д. 2 . 

§ 5. Примеры использования теоремы о дедукции 

Математическая логика в ряде случаев помогает решению во¬ 
просов, давно рассматривавшихся в логике, но не нашедших 
своего полного решения.'Знание математической логики помога¬ 
ет по-новому осознать знания, накопленные формальной логикой. 

Рассмотрим несколько случаев применения так называемой 
теоремы о дедукции, которая сформулирована в математической 
логике и помогает решать важные вопросы теории доказательств. 

Одним из наиболее трудных вопросов школьного курса мате¬ 
матики являются доказательства от противного, или, как их еще 
нашвают, косвенные доказательства. 

Кажется, что в этих доказательствах делаются логические 
амипптл не только из недоказанной, но, как обнаруживается в 
процессе доказательства, из ложной посылки. Не противоречит 
ли это требованию не пользоваться в логическом выводе недока¬ 
занными посылками? Правильное решение этого вопроса воз¬ 
можно только при помощи теоремы о дедукции. 

Теорема о дедукции гласит: Суждение В, полученное в ре¬ 
зультате правильного применения логических правил вывода к 
посылкам Ль Л 2 ,..., Ап, принятым за доказанные, называется ло¬ 
гическим следствием из этих посылок, а суждение «если Ль и Л 2 , 
и Дз, и ..., и Л„, то В» признается доказанным 3 . 

Схему косвенного доказательства довольно грубо можно пред¬ 
ставить следующим образом. 

Пусть требуется доказать истинность суждения «если А, то В». 
Допустим, что В неверно, т. е. что верно яе-В (отрицание В). 

1 См. по этому вопросу: Т. Л. М а й с т р о в а, Применение импликации 
в теории релейных схем. «Сборник статей Всесоюзного политехнического 
ин-та», вып. 16, М., 1957. 

* Читателю, заинтересовавшемуся этими вопросами, можно рекомендовать 
книгу: М. А. Гаврилов, Теория релейно-контактных схем, М.—Л., 1950. 

» См. Клнни, Введение в метаматематику, ГИИЛ, 1957. 
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Используя истинную посылку А, по правилам логики получаем 
из н е-В заключение С. Соответственно теореме о дедукции 
тем самым доказана истинность условного суждения «если А и 
н е-В, то С». Таким образом, мы не делаем заключений из лож¬ 
ных посылок, а устанавливаем истинность условного суждения. 
Далее доказывается ложность заключения С. Ложность С обна¬ 
руживается путем установления противоречия С с аксиомой, до¬ 
казанной теоремой, определением С, условием теоремы, или: с 
предположением, что н е-В истинно. 

После того как установлена ложность утверждения, мы при¬ 
меняем модус іоііепз. Модус іоііепз часто записывается так: 

«Если А и н е-В, то С» истинно 

«С» ложно __ 

След., «Л и-не-б» ложно. 

Кажется, будто мы делаем вывод из ложности С. Но это про¬ 
сто не совсем точная запись. Если С ложно, то не-С истинно. 
Тогда модус іоііепз запишется так: 

«Если А и не-Л, то С» истинно 

«не-С» истинно. _ 

След., «не - (Л и не-Л)» истинно. 

Тогда «Л и не-Л» ложно. 

Значит, когда «Л» истинно, тогда «не-В» ложно. 
Так как «не-В» ложно, получаем, что.«В» истинно. 

Итак, в косвенном доказательстве устанавливается несовме¬ 
стимость истинности посылки Л с ложностью заключения В. 

Здесь видно существенное различие косвенного и прямого до¬ 
казательства. В прямом доказательстве показано, как из прсыл- 
ки Л логически следует заключение В. В косвенном доказатель¬ 
стве устанавливается Лишь, что, когда Л истинно, В также дол¬ 
жно быть истинным. 

Схемы косвенных доказательств могут несколько видоизме¬ 
няться и варьироваться. Важно обратить внимание на суть дела. 
В косвенном доказательстве не пользуются выводом из ложных 
посылок, а так же, как и в прямом доказательстве, доказывается 
истинность условного суждения. 

Рассмотрим пример. В школьном курсе геометрии имеется 
теорема: «Два перпендикуляра к одной и той же прямой не мо¬ 
гут пересечься, сколько бы мы их ни продолжали». Доказатель¬ 
ство в учебнике А. П. Киселева занимает буквально две строки, 
поэтому приведем его полностью: 

«Действительно, если бы эти перпендикуляры пересеклись в 
какой-нибудь точке Р, то из этой точки на прямую МЫ были бы 
опущены два перпендикуляра, что невозможно. Таким образом, 
два перпендикуляра к одной , прямой параллельны между 
собой». 
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Это доказательство снабжено следующим чертежом (черт. 37). 
Разберем структуру этого доказательства. Запишем нашу теорему 
в виде условного суждения: «если два перпендикуляра проведе¬ 
ны к одной и той же прямой (Л), то они не могут пересечься, 
сколько бы мы их ни продолжали (В)». 

Допустим, что они пересекутся в точке Р (не-В). Но тогда из 
точки Р на прямую МЫ были бы опущены два перпендикуляра 
(заключение С). Мы доказали истинность такого условного суж¬ 
дения: «Если два перпендикуляра, проведенные к одной и той 

Р 


А, 


I с 


м 


в 


о 


N 


Черт. 37 

же прямой, пересекутся в точке Р, то из этой точки на прямую 
МЫ можно опустить два перпендикуляра». (Если Л и не-в, то с.) 
Но ложность заключения следует из противоречия этого заклю¬ 
чения с ранее доказанной теоремой: «Из всякой точки, лежащей 
вне прямой, можно опустить на эту прямую перпендикуляр и 
только один». 

Далее делается вывод по модусу іоііепз. 

Первая посылка: «Если два перпендикуляра, прове¬ 
денные к одной и той же прямой, пересекутся в точке Р, то из 
этой точки на прямую МЫ можно опустить два перпендикуля¬ 
ра» — истинно. 

Вторая посылка: «Из точки на прямую можно опустить 
два перпендикуляра» — ложно. Вторую посылку можно сформу¬ 
лировать по-другому: «из точки на прямую нельзя опустить два 
перпендикуляра» — истинно. 

В ы в о д: «Два перпендикуляра, проведенные к одной и той 
же прямой (и они) пересекутся в одной точке» — ложно. 

'Но то, что два перпендикуляра проведены к одной и той же 
прямой,— это истинно; тогда ложно, что они переседутся в одной 
точке, т. е. истинно, что они не пересекутся. Таким образом наша 
теорема доказана. 

Для того чтобы правильно и четко излагать косвенные дока¬ 
зательства (доказательства от противного) учитель должен от¬ 
четливо представлять структуру и содержание этого доказатель¬ 
ства. 


4’ 
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Рассмотрим еще один пример (черт. 38). 

Дан угол ЕАБ и точка В на стороне АЕ, Известно, что пря¬ 
мая АК делит отрезок ВС пополам. Нужно доказать, что этим 
однозначно определяется точка С на стороне АД. 

Предположим, что утверждение, которое требуется доказать, 
неверно. Иными словами, допустим, что на стороне АД существу- 
-- ет еще одна точка С', такая, что прямая АК делит отрезок ВС' 
пополам. Но в таком случае точки В, С, С' образуют треуголь- 


А 



ник ВСС', для которого прямая АК является средней линией (в 
силу определения средней линии как прямой, соединяющей сере¬ 
дины двух сторон треугольника). А так как средняя линия тре¬ 
угольника параллельна его основанию, то прямая СС' параллель¬ 
на прямой АК. Последнее, однако, невозможно, поскольку пря-, 
мая-СС' совпадает с прямой АД (в силу аксиомы, что две точки 
вполне определяют прямую), а прямые АД и АК пересекаются в 
точке А, что противоречит определению параллельности. 

Рекомендуем читателю самостоятельно уяснить, где и как 
здесь применяется теорема о дедукции, какие выводы из каких 
посылок здесь делаются. 

Теоремы, как мы уже говорили* обычно формулируются в 
форме условного суждения. «Если А, то В> или в форме общего 
категорического суждения, которое легко может быть преобразо¬ 
вано в условное. 

Доказать теорему, выраженную суждением: «если А, то В », 
значит доказать истинность этого условного суждения. Доказа¬ 
тельство же истинности условного суждения, как мы уже видели, 
связано с применением теоремы о дедукции. Поэтому теорема о 
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дедукции применяется не только при косвенных доказательствах, 
во и при прямых. Эта теорема раскрывает смысл доказательства. 

Рассмотрим пример. В курсе элементарной геометрии имеет¬ 
ся такая теорема: «Если в четырехугольнике противоположные 
стороны попарно равны, то четырехугольник есть параллело¬ 
грамм». 

Для доказательства этого утверждения нужно показать, что 
из посылки «в четырехугольнике противоположные стороны по¬ 



парно равны» при помощи уже доказанных утверждений по пра¬ 
вилам логики можно получить заключение: «четырехугольник 
есть параллелограмм». Затем соответственно теореме о дедукции 
сделать заключение, что «если в четырехугольнике противопо¬ 
ложные стороны попарно равны, то четырехугольник есть парал¬ 
лелограмм», т. е. установить истинность предложения, сформули¬ 
рованного в теореме. 

Итак, дано' АВ=ОС и ВС=АО (черт. 39). 

Проведя диагональ ВО, получим треугольники АВБ и ВИС, 
которые равны, так как эти треугольники имеют по три равные 
стороны. Из равенства треугольников АВИ и ВйС следует ра¬ 
венство углов /1 = /4 и ^2 = /3. Отсюда заключаем, что 
АО II ВС. и АВ || РС. 

Но параллелограмм и определяется как четырехугольник, у ко¬ 
торого противоположные стороны попарно параллельны. 

Исходя из посылки «в четырехугольнике противоположные 
стороны попарно равны», мы получим заключение, что данный 
четырехугольник есть параллелограмм. Применяя теперь теоре¬ 
му о дедукции, мы считаем доказанным и условное суждение, 
которое выражает нашу теорему: «Если в четырехугольнике про¬ 
тивоположные стороны попарно равны, то четырехугольник есть 
параллелограмм». 

Мы доказали нашу теорему, но теорема выражается услов¬ 
ным суждением; следовательно, мы доказали истинность услов¬ 
ного суждения. Но истинность условного суждения ничего нам не 
говорит об истинности посылки, а следовательно, и истинности 
заключения. Для того чтобы получить истинность заключения, 
нужно установить истинность посылки, а затем использовать мо- 
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дус ропепз условно-категорического силлогизма: из истинноетй 
посылки А и условного суждения «если А, то В» заключаем об 
истинности В. ѵ 

В частности, установив, что в четырехугольнике противополо¬ 
жные стороны попарно равны, и пользуясь доказанной теоремой 
(«если в четырехугольнике противоположные стороны попарно 
равны, то четырехугольник есть параллелограмм»), заключаем, 
что данный четырехугольник — параллелограмм. После того как 
теорема доказана, ею можно пользоваться при решении задач и 
доказательстве других теорем. 

Теорема о дедукции используется и при применении принци¬ 
па полной математической индукции. Принцип полной матема¬ 
тической индукции часто употребляется в школьном курсе Мате¬ 
матики. 

Для арифметики натуральных чисел принцип полной матема¬ 
тической индукции гласит: если 1 обладает свойством С и если 
для всякого натурального числа п верно, что если п обладает 
свойством С, то и п + 1 тоже обладает свойством С, то все нату¬ 
ральные числа обладают свойством С. 

Более кратко его можно сформулировать так: «Всякое насле¬ 
дуемое свойство единицы принадлежит всем числам». «Наследуе¬ 
мым» свойством при этом называется такое, которое переходит 
от числа п к следующему за ним числу п +1, иными словами — 
такое свойство, которое принадлежит числу п+1 при условии, 
что оно принадлежит числу п. 

Применение принципа полной математической индукции так¬ 
же связано с использованием теоремы о дедукции. Чтобы дока¬ 
зать, что все числа обладают свойством С, достаточно доказать 
две посылки: 

(1) Единица обладает свойством С. 

(2) Если число п обладает свойством С, то и последующее 
п+1 тоже обладает этим свойством С. 

Вторая из этих посылок является условным суждением. 
Истинность его доказывается следующим образом: предположив, 
что число п обладает свойством С, мы выводим следствие, что 
свойством С обладает число п+1. Отсюда следует по теореме о 
дедукции истинность условного суждения, являющегося второй 
посылкой: «Если число п обладает свойством С, то последующее 
число п+1 тоже обладает этим свойством С». 

Важно заметить, что здесь не утверждается наличие у числа п 
свойства С. Вместе с тем, чтобы заключить о принадлежности 
свойства С всем числам натурального ряда, достаточно пока¬ 
зать, что оно верно для 1. Далее на основании посылки (2) бу¬ 
дет следовать принадлежность его каждому последующему числу. 

По существу принцип полной математической индукции яв¬ 
ляется единственным прямым методом доказательства безуслов¬ 
ных общих положений о бесконечных множествах. При помощи 
этого принципа мы приходим к безусловной истине общего ка- 
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тегорического суждения, пользуясь^ двумя другими истинами 
(посылками), из которых одна единичная, а другая носит услов¬ 
ный характер. 


§ 6. Заключение 


В первый период своего развития математическая логика ре¬ 
шала логические вопросы, применяя математический аппарат. 
Затем постепенно центр тяжести стал переноситься на логичес 
кие вопросы математики. Исследования операции логики, кото 
рые используются математиками, потребовало дальнейшего р - 
вития символического, аппарата. Этот аппарат не отменяет ° бь ™' 
ную логику, а, наоборот, расширяет ее возможности при помощи 
систематического добавления формул. Формулы при эт0 “ 
не только как обозначение предметов, но и являются моделями, 
которые изображают связи между этими предметами. Формулы 
также хорошо сохраняют путь вывода. 

Математическая символика вносит ясность, четкость и стро¬ 
гость она облегчает полное понимание существа вопроса. Имен¬ 
но поэтому математическую символику нельзя употреблять без 
обычного языка, так как, вводя символы, нужно разъяснить их 

смысл. „ 

С развитием аппарата математической логики возникли зада¬ 
чи связанные с разработкой этого аппарата. Это уже были мате¬ 
матические вопросы. В связи с развитием математики возникли 
совершенно новые проблемы, такие, например, как проблема не¬ 
противоречивости, полноты и др., которые уже являются в основ¬ 
ном математическими вопросами. 


Часто там, где на первый взгляд имеется поверхностная и 
случайная аналогия между некоторыми разделами математики, 
при более глубоком исследовании обнаруживается, что единство 
логической структуры обусловлено наличием глубоких внутрен 
них связей. Например, аксиоматическое описание методов и при¬ 
емов доказательства, которые употребляются во всех областях 
математики, дается математической логикой и позволяет обоз¬ 
реть все эти приемы в целом, в их связях и в их развитии. 

Нужно отчетливо понимать, что символические представления 
не порождают логических или математических закономерностей, 
а только отражают закономерности реальной материальной дей¬ 
ствительности. В математической логике можно наити много ло¬ 
гических вопросов и много математических. Математические во¬ 
просы со временем занимают все более и более центральное мес¬ 
то в проблематике математической логики. 

В последнее время математическая логика нашла применение 
в технике и в первую очередь нашли применение логические во¬ 
просы, логическая сторона математической логики. 

Математическая логика оказывает существенное влияние на 
технику счетных машин, но и наоборот: проблемы, связанные с 
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теорией современных счетных машин, оказывают существенное 
влияние на развитие математической логики. Не следует думать, 
что с развитием машинной математики можно заменять исчисле¬ 
ние машиной. Но с развитием машинной математики следует, 
что не нужно каждый раз заново решать задачу для различных 
числовых данных, если она решена в общем виде. 

Автоматизация простейших операций мышления не 'отменяет 
необходимости умственного труда, а повышает его роль, а также 
повышает значение таких процессов мышления, которые не мо¬ 
гут быть формализованы. 

В настоящее время математическая логика является развитой 
научной дисциплиной, обладающей собственной проблематикой 
и специальным аппаратом научного исследования. . 



ПРИЛОЖЕНИЕ 


О НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТИ ГЕОМЕТРИИ 
ЛОБАЧЕВСКОГО 1 

§ 1. Система аксиом геометрии Евклида 

Так как система аксиом геометрии Лобачевского отличается 
от системы аксиом Евклида только одной аксиомой — аксиомой 
о параллельных, то, прежде чем решать поставленный вопрос, 
мы воспроизведем систему аксиом Евклида, разработанную 
Д. Гильбертом. 

Оновные элементы геометрии Евклида — точки, прямые и 
плоскости — находятся во взаимных отношениях, которые мы 
выражаем словами: «лежит», «между», «параллельный», «кон¬ 
груэнтный» и «непрерывный». Точное и для математических це¬ 
лей полное описание этих отношений дается следующими пятью 
группами аксиом геометрии Евклида: 

I!_8> Аксиомы сочетания. 

ІІі_ 4 . Аксиомы порядка. 

111 1 _ 5 . Аксиомы конгруэнтности. 

IV. Аксиома параллельности. 

' V і _ 2 - Аксиомы непрерывности. 

Аксиомы сочетания 

Аксиомы I группы устанавливают сочетания между точ¬ 
ками, прямыми и плоскостями. 

11. Две различные точки А и В всегда определяют прямую а. 

1 2 . Любые две различные точки прямой определяют эту пря¬ 
мую. 


1 Приложение предназначается для читателей, недостаточно знакомых с 
доказательствами непротиворечивости систем аксиом. Оно не является полным 
(речь идет только о планиметрии) и рассчитывает только на то, чтоЛы дать 
читателю схему доказательства непротиворечивости рассматриваемой системы 
аксиом. См. по этому вопросу курсы оснований геометрии (Ефимов. Костин- 
и др.) 
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1 3 . На прямой всегда существуют по меньшей мере две точ¬ 
ки; в каждой плоскости существуют всегда по меньшей мере три 
точки, не лежащие на одной прямой. 

1 4 . Три, не лежащие на одной и той же прямой, точки А, В, С 
всегда определяют плоскость а. 

1 5 . Любые три точки плоскости, не лежащие на одной прямой,, 
определяют эту плоскость. 

1 6 . Если две точки А, В прямой а лежат в плоскости а, то и 
всякая точка прямой а лежит в плоскости а. 

1 7 . Если две плоскости аир имеют общую точку А, то они 
имеют по меньшей мере еще одну общую точку В. 

18. Существуют по меньшей мере четыре точки, не лежащие 
в одной плоскости. 

Примечание. Аксиомы Іі_з называются плоскостными 
аксиомами группы I; аксиомы П-в называются пространственны¬ 
ми аксиомами группы I. 

Аксиомы порядка 

Аксиомы II группы определяют понятие «между» и дают воз¬ 
можность на основании этого понятия установить порядок 
точек на прямой, в плоскости и в пространстве. 

ІІі. Если А, В, С — точки одной прямой и В лежит между А 
и С, то Б лежит также между С и А (черт. 40). 

А ВС 


Черт. 40 


Иг. Если А и С — точки одной прямой, то существует по 
меньшей мере одна точка В, лежащая между А и С, и по мень¬ 
шей мере одна точка Б, 'такая, что С лежит между А и О 
(черт. 41). 


А в _ С Р 


Черт. 41 

Из. Из трех точек прямой всегда одна, и только одна, лежит 
между двумя другими. 

Пояснение. Система двух точек А и Б прямой называется 
отрезком и обозначается АБ или БА. Все точки прямой, лежа¬ 
щие между А и Б, называются лежащими внутри отрезка АБ. 

ІІ 4 . Пусть А, В, С — три. не лежащие на одной прямой, точки 
и а — прямая плоскости АВС, не проходящая ни через одну из 
точек А, В, С; если при этом прямая а проходит через точку 
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отрезка АВ, то она непременно проходит или через точку отрез¬ 
ка А С, или через точку отрезка ВС (черт. 42). 


С 



Аксиомы конгруэнтности 

Аксиомы III группы определяют понятие конгруэнтно¬ 
сти и вместе с тем понятие движения. 

Шь Если А, В — две точки на прямой а, а А’ — точка ^на 
той же прямой или на другой прямой а', то всегда можно найти 
по данную от точки А' сторону прямой а' одну, и только одну, 
такую точку В', что отрезок АВ конгруэнтен, или равен, отрез¬ 
ку А'В'-, это отношение между отрезками АВ и А'В' обозначаете" 
так: АВ = А'В'. Каждый отрезок конгруэнтен самому себе, т. е. 
всегда АВ = АВ и АВ = ВА. 

ІІІ 2 . Если отрезок АВ конгруэнтен как отрезку А'В', так и 
отрезку А"В", то и А'В' конгруэнтен отрезку А"В"\ т. е. если 
АВ = А'В' и АВ = А"В", то также А'В'=А"В'\ 

А В _ С _о 


А 1 В* _С* 


а* 


Черт. 43 

Шз. Пусть АВ и ВС — два отрезка на прямой а (черт. 43) 
без общих точек; далее, пусть А'В' и В'С' — два отрезка на той 
же или на другой прямой а', тоже без общих точек. Если при 
этом АВ = А'В' и ВС = В'С', то всегда также АС = А'С'. 

Пояснение. Систему двух различных лучей к, к, выходя¬ 
щих из одной точки О, мы называем углом и обозначаем 
(к, к) или (к, к). 

Пояснение. Углы находятся друг к другу в известных 
отношениях, для описания которых мы будем пользоваться, как 
и для отрезков, словами «конгруэнтный», или «равный». ' 
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ІІІ 4 . Пусть даны угол ^ (к, к) в плоскости а и прямая а' 
в плоскости а', а также определенная относительно а сторона 
плоскости а'. Пусть к' обозначает луч прямой а', исходящий из 
точки 0'\ тогда в плоскости о! существует один, и только один, 
луч к', такой, что угол ^ (к, к) конгруэнтен, или равен, углу 
/ (к', к') и вместе с тем все внутренние точки угла / (к, к') 
лежат по данную сторону от а'; это отношение между углами 
обозначается так: / (к, к) = / (к', к'). Каждый угол конгруэнг 
тен самому себе, т. е. всегда / (К к) = / {к, к) и / (к; к) = 

Пояснение. Система отрезков АВ, ВС, СО,..., назы¬ 
вается ломаной линией. Если точка 2 совпадает с точкой А, то 
ломаная линия называется многоугольником; отрезки АВ, ВС, 
С,..., КА называются сторонами многоугольника ; точки А, В, 
С,..., К называются вершинами многоугольника. Многоугольники 
с 3 , 4 ,..., п вершинами называются соответственно треугольника¬ 
ми, четырехугольниками,..., ■п-угольниками. 

Ш 5 . Если для двух треугольников АВС и А'В'С' имеют место 
конгруэнции АВ= А'В', АС= А'С', /ВАС = /В'А'С', то всегда 
имеют место и конгруэнции /[АВС = /.А’В’С', /АСВ = 
=/_А'С'В'. 


Аксиома параллельности 

IV. Пусть а есть произвольная прямая и А — точка вне ее; 
тогда в плоскости, определенной точкой А и прямой а, можно 
провести не более одной прямой, проходящей через А и не пере¬ 
секающей а. 


Аксиомы непрерывности 

Ѵі. Аксиома измерения (аксиома Архимеда). Пусть 
(черт. 44) А\ есть произвольная точка на прямой между произ- 

А Д ^ <4*> Д/і^ В> Дд 


Черт. 44 

вольно данными точками А и В; строим затем точки А 2 , Аз,..., так, 
что точка Аі лежит между А и А 2 ; А 2 между А\ и А 3 ; А 3 между 
А 2 и А^ и т. д. и, сверх того, отрезки АА\, А\А 2 , А 2 А 3 ,... равны 
между собой; тогда в ряду точек А 2 , Аз, А4,... всегда существует 
такая точка А п , что точка В лежит между А и А п . 

Ѵ 2 . Аксиома полноты. Элементы (точки, прямые, плос¬ 
кости) геометрии образуют систему объектов, которая при усло¬ 
вии сохранения всех указанных выше аксиом не допускает ни¬ 
какого расширения. ! 
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Все аксиомы Гильберта дайт полную систему аксиом геомет¬ 
рии Евклида; это значит, что все они достаточны для логического 

Р Т1" Я с™ЛГпри Я Гмо'нГэтих” ™ доказывают теорему: 

сумма двух треугольников равна двум прямым. При доказа- 
тельстве этой ?еоремы существенную Р оль “ Г Р“ Т м а “ и “ м | " а . р “; 
лельности; • без аксиомы параллельности она не может быть до 
казана при помощи одних только остальных аксиом. 


§ 2. Интерпретация планиметрии Лобачевского 

Теперь в кратких чертах рассмотрим одну из возможных ин 
терпретаций планиметрии Лобачевского. 



Этой интерпретации предпошлем одно замечание. 

Система аксиом геометрии Лобачевского отличается от си- 
сге^ыТксиом Е ВК л„да только одной аксиомой имещно -.к^ 
мой о параллельных. Стало быть, аксиомы I, II, III и V групп 
аксиом Гильберта входят в систему аксиом Лобачевскоі о, но и 
место аксиомы IV группы ставится новая аксиома Лобачевского. 

Рассмотрим в плоскости прямую а и точку О (черт. 45). Пр 
ведем через РИ Т очку О прямые а' и а" до пересечения с прямой а 
в точках К' и К". Будем вращать прямые а и а около точки О 
Уак указано на чертеже стрелками), так, чтобы превращении 
каждая из этих прямых имела общую точку ^ 

К' к К") Ясно что при таком вращении прямые а и а стре 
мятся к некоторым предельным положениям’. Если мы примем 
™му о паЗлйіьных Евклида, то эти предельные положения 
прямых а' и а" совпадут; именно это *У дет н " ря “ ая ' 
через точку О и параллельная к прямой а. Но если мы отвергнем 

-М^грогое доказательство этого положения базируется на аксиомах 
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аксиому Евклида о параллельных, то прямые а' и а" будут стре¬ 
миться к различным предельным положениям, к некоторым 
различным прямым ОЬ и ОЬ', каждая из которых не пересе¬ 
кает прямую а. 

Легко убедиться, что в этом случае все прямые, проходящие 
через точку О, по отношению к прямой а разбиваются на три 
класса (черт. 46): всякая прямая а', проходящая через точку О 
внутри ^ Ь'ОЬ , пересекает прямую а; всякая прямая а", прохо¬ 
дящая через точку О внутри /_К'ОЬ (или ХКОЬ'), не пересекает 



прямую а; две прямые КЪ и К'Ь', не пересекающие прямую а, 
отделяют класс первых от класса вторых прямых. Именно эти 
прямые КЬ и К'Ь' Лобачевский называл параллельными по от¬ 
ношению к прямой а; всякая прямая а", не пересекающая пря¬ 
мую а, называлась Лобачевским расходящейся с прямой а. 

После этих пояснений становится понятным смысл аксиомы 
Лобачевского о параллельных: 

Пусть а есть произвольная прямая и А — точка вне ее; тогда 
в плоскости, определенной точкой А и прямой а, можно провести 
по крайней мере две различные прямые, проходящие через А и не 
пересекающие а. 

Переходим к рассмотрению одной из возможных интерпре¬ 
таций планиметрии Лобачевского. 

Проведем в евклидовой плоскости прямую Х'Х. Рассмотрим 
область объектов, состоящую из всех точек верхней полуплоско¬ 
сти (за исключением точек прямой Х'Х) из всех полуокружностей, 
центры которых лежат на прямой Х'Х, и полупрямых, перпенди¬ 
кулярных к прямой Х'Х (черт. 47). Точки верхней полуплоскости 
мы будем называть «точками», а полуокружности и полупрямые 
будем называть «прямыми». 
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Рассмотрим «прямую» а и «точку» О вне ее (черт. 51 и 52). 
Спросим: сколько можно провести «прямых», проходящих через* 
«точку» О и параллельных «прямой» а? Чертеж ясно показывает. 


а 



Черт. 52 


что таких «прямых» можно провести две. Больше того, из чер¬ 
тежа видно, что все «прямые», проходящие через «точку» О, по 
отношению к «прямой» а разбиваются на три класса: «прямые» а', 
пересекающие «прямую» а; «прямые» а", расходящиеся с «пря¬ 
мой» а; две «прямые» КЬ и К'Ь', «параллельные» «прямой» а. 

При доказательстве выполнимости аксиом III и V групп мы 
сталкиваемся с затруднением, о Котором говорилось выше при 
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рассмотрении интерпретаций геометрии Евклида . Но и тут, ока¬ 
зывается, если соответствующим образом изменить понятие дли¬ 
ны, можно достигнуть желаемого результата. При этом мы дол¬ 
жны будем измерять длину отрезка АВ (черт. 53) числом , 

і 8 *» 

АВ = к\п — 

где к — так называемая абсолютная постоянная. Легко видеть, 
что при таком способе измерения «длин» отрезков «прямые» 
становятся «бесконечными». 



Итак, все плоскостные аксиомы геометрии Лобачевского спра¬ 
ведливы для наших «точек» и «прямых»; стало быть, для них 



справедливы и все теоремы геометрии Лобачевского. Иначе го¬ 
воря, мы указали область объектов, к которой применяется пла¬ 
ниметрия геометрии Лобачевского, в которой она осуществляется. 

Подтвердим следующим примером, что для «точек» и «пря¬ 
мых» справедливы теоремы геометрии Лобачевского. 

В геометрии Евклида сумма углов треугольника есть величи¬ 
на постоянная, равная двум прямым. Наоборот, в геометрии 
Лобачевского сумма углов треугольника меньше двух прямых;, 
при этом сумма углов .треугольника уменьшается по мере увели¬ 
чения его сторон, стремясь к нулю при безграничном увеличении 
длин сторон. Чертежи 54 и 55 наглядно доказывают выполни¬ 
мость теоремы о сумме углов треугольника в геометрии Лоба¬ 
чевского. Именно, чертеж 54 показывает, что сумма углов в тре¬ 
угольнике меньше двух прямых; на чертеже 55 изображен 

1 См. § 5 первой главы первой части «Очерков». 
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треугольник с «бесконечно большими» сторонами — его сумма 
углов равна нулю. 

Среди интерпретаций геометрии Лобачевского имеются и 
такие, основные образы которых — точки, прямые и плоскости — 
отнюдь не пространственной природы. 

Можно из действительных чисел создать такие объекты, ко¬ 
торые, будучи рассматриваемы как точки, прямые й Плоскости, 



удовлетворяют всем аксиомам геометрии Лобачевского. Стало 
быть, все теоремы геометрии Лобачевского будут выражать 
свойства, этим числовым точкам, прямым и плоскостям присущие. 

§ 3. Непротиворечивость геометрии Лобачевского 

Первое доказательство. В современной математике 
доказывается, что из вещественных чисел можно создать такие 
объекты, которые, ѵ будучи рассматриваемы как точки, прямые и 
плоскости, удовлетворяют всем аксиомам геометрии Лобачевско¬ 
го. Это значит, что каждая аксиома и теорема геометрии Лоба¬ 
чевского выражает свойство, присущее вещественным числам. 
Поэтому, если бы геометрия Лобачевского была противоречивой, 
то это противоречие имело бы место и в арифметике веществен¬ 
ных чисел. Но учение о вещественных числах непротиворечиво; 
стало быть, непротиворечива, а потому и законна геометрия 
Лобачевского. 

Можно сказать и так: современная математика указывает 
совокупность правильных математических объектов, которые 
подчиняются всем аксиомам геометрии Лобачевского; стало 
быть, геометрия Лобачевского непротиворечива. 

Если оставить открытым вопрос о непротиворечивости учения 
•о вещественных числах, то можно утверждать, что геометрия Ло¬ 
бачевского непротиворечива, еслц непротиворечиво учение о ве¬ 
щественных числах. 

Значит, если геометрия Лобачевского противоречива, то про¬ 
тиворечиво и учение о вещественных числах. Поэтому, всякий, 
кто отвергает геометрию Лобачевского, должен отвергнуть и уче¬ 
ние о вещественных числах. 

Второе доказательство. Выше мы показали совокуп¬ 
ность объектов, подчиняющихся аксиомам геометрии Евклида, 
-которые вместе с тем подчиняются и всем плоскостным аксиомам 
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геометрии Лобачевского. Тем самым было доказано, что каждая 
плоскостная аксиома геометрии Лобачевского, стало быть, и каж¬ 
дая вытекающая из них теорема выражают свойства, присущие 
объектам геометрии Евклида. Поэтому, если бы планиметрия Ло¬ 
бачевского была противоречивой, то противоречие не замедли¬ 
ло бы проявиться и в планиметрии Евклида. Как было уже ука¬ 
зано, можно подобрать такую совокупность объектов геометрии 
Евклида которые удовлетворяют всем аксиомам геометрии Ло¬ 
бачевского Поэтому, повторив все вышеприведенные рассужде¬ 
ния? можно утверждать, что геометрия Лобачевского непротиво¬ 
речива если непротиворечива геометрия Евклида. Значит, если 
геометрия Лобачевского противоречива, то противоречива и гео¬ 
метрия Евклида. Поэтому, всякий, кто отвергает геометрию Ло¬ 
бачевского, должен отвергнуть и геометрию Евклида. 

В свою очередь можно показать, что вопрос о непротиворечи¬ 
вости геометрии Евклида сводится к вопросу о непротиворечи¬ 
вости учения о вещественных числах. Поэтому по вопросу о не¬ 
противоречивости геометрии Лобачевского, через вопрос о непро¬ 
тиворечивости геометрии Евклида, мы вновь приходим к вопросу 
о непротиворечивости учения о вещественных числах. 

Итак, тот, кто признает учение о вещественных числах пра¬ 
вильным, непротиворечивым, должен признать правильными, не¬ 
противоречивыми как геометрию Евклида, так и геометрию Ло¬ 
бачевского. 


§ 4. Независимость аксиомы о параллельных от I, И, ПІ 
и V групп аксиом Гильберта 

Если исходить от остальных аксиом геометрии Евклида, то 
нельзя ли при их помощи доказать справедливость аксиомы 
Евклида о параллельных? 

Этот вопрос можно сформулировать так: можно ли при по¬ 
мощи I, II, III и V групп аксиом Гильберта доказать аксиому 
■о параллельных? 

В течение многих столетий на этот вопрос искали утверди¬ 
тельный ответ крупнейшие математики, однако никто из них 
не достиг цели. К не случайно: открытие геометрии Лобачевского 
показало, что в вышеустановленном смысле доказать аксиому 
Евклида о параллельных невозможно. Как теперь говорят, аксио¬ 
ма Евклида о параллельных независима от остальных 
аксиом геометрии Евклида. 

Переходя к доказательству независимости аксиомы о парал¬ 
лельных, сделаем сперва два замечания. 

Представим себе, что мы исходим от некоторой, заданной 
формально, системы аксиом А. Система аксиом А допускает мно¬ 
гие интерпретации. Поэтому каждая аксиома системы аксиом А 
выражает некоторое отношение, в котором выступают одноимен¬ 
ные объекты любой ее интерпретации. Так, например, отношение 



точек и прямых, выражаемое аксиомой Из, имеет место как & 
обычной интерпретации геометрии Евклвда, так и в рассмотрен¬ 
ной нами другой ее интерпретации. ‘ \ 

Пусть при помощи системы аксиом А нам удалось доказать 
какую-либо теорему В. Ясно, что и теорема В выражает некото¬ 
рое отношение, в котором выступают одноименные объекты любой 
из интерпретаций системы аксиом А. Так, в геометрии Евклида 
доказывается, что сумма углов любого треугольника равна двум 
прямым. И какую бы мы ни исследовали интерпретацию геоме¬ 
трии Евклвда, всегда ее объекты, которые могут быть названы 
треугольниками, обладают выражаемым этой теоремой свойством: 
сумма их углов равна двум прямым. 

Допустим, что, исследуя объекты какой-либо интерпретации 
системы аксиом А, мы нашли, что некоторые из них выступают 
в каком-то ином, в явном виде в аксиомах не формулированном 
отношении. Ясно, что у нас является законное стремление дока¬ 
зать, что эти объекты будут всегда выступать в подмеченном 
нами отношении. Иногда это удается сделать довольно просто, 
но иногда мы не сможем дать доказательство не потому, что мы 
его еще не нашли, а потому, что его дать невозможно. В самом 
деле, представим себе, что в какой-либо другой интерпретации си¬ 
стемы аксиом А одноименные нашим объектам объекты высту¬ 
пают в диаметрально противоположном подмеченному нами от¬ 
ношении. Ясно, что тогда при помощи системы аксиом А мы 
никогда не докажем теорему, которая утверждает, что наши объ- 
екты должны выступать в подмеченном нами отношении. 

Но точно такое же положение имеет место при попытке дока¬ 
зать аксиому Евклида о параллельных. В самом деле, система ак¬ 
сиом геометрии Лобачевского отличается от системы аксиом гео¬ 
метрии Евклвда только одной аксиомой, именно: аксиомой о па¬ 
раллельных. При этом аксиома Лобачевского о параллельных по 
смыслу противоположна аксиоме Евклида о параллельных Если 
бы при помощи I, II, III и V групп аксиом Гильберта нам удалось 
доказать аксиому Евклида о параллельных, то это значило бы 
что, какую бы мы ни взяли интерпретацию этих аксиом, объекты 
любой из них (именно прямые) выступали бы в отношении вы¬ 
ражаемом аксиомой Евклида о параллельных. Однако мы знаем 
что объекты любой интерпретации геометрии Лобачевского удов¬ 
летворяют всем аксиомам I, II, III и V групп аксиом Гильберта 
но отношение, выражаемое аксиомой Евклида 
о параллельных, для них несправедливо Отсюда 
мы заключаем, что при помощи аксиом I, II, III и V групп аксиом 
Гильберта нельзя доказать аксиому Евклвда о параллельных 
Должно отметить, что независимость аксиомы Евклвда о па¬ 
раллельных не является исключением. Гильберт, например пока¬ 
зал, что при помощи аксиом I, II, Ш.и IV групп нельзя доказать 
аксиому Архимеда. 
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